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Abstract

The aim of the contribution is to point out, that the utilization the law of the lever represents visual approach to
deriving some formulae. The presented approach could be useful in the teaching process, for example by using
the guided discovery method.
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Uvod

V matematike je rigorézne zdbévodriovanie jednotlivych tvrdeni zaloZené na dedukcii.
Formulacia jednotlivych hypotetickych tvrdeni je vSak velmi ¢asto vysledkom induktivneho
uvazovania, suvisiaceho s pozorovanim, experimentovanim, velmi ¢asto doplnenym vhodnou
grafickou reprezentdciou. Podobne ako vhodna vizualizacia problému, tak aj jeho fyzikalna
interpretacia méze niekedy poskytnut intuitivny vhlad do situacie a viest k objavu, resp.
formulacii hypotézy.

Tuto skuto¢nost dokumentuju viaceré pripady, zndme z histérie matematiky. Archimedes na
zaklade principu rovnoramennych vah odvodil napriklad vztahy pre objem valca, kuzela a gule
(ktoré nasledne vyuzitim exhaustac¢nej metédy a reductia ad absurdum aj rigorézne dokazal).
Podobne, kvyznamnym matematickym objavom na zdklade fyzikalnych dvah dospeli
napriklad aj Riemann, Hamilton, Lagrange, Jacobi, Poincaré (pozri napr. [1], [2], [3]) @ mnohi
dalsi.

V prispevku ukdzeme, ako vyuZitim principu rovnovahy na pake mozno jednoducho najst
niektoré (konecné) sucty, napriklad

12 4+2%+3 +..4+n2.
sucty tvaru 1 +2% +3+...+n%, keN je mozné odvodit viacerymi spésobmi, pre k=2 je
n n n
mozné napriklad vyuzit rovnost Z(i3—(i—1)3)=32i2—32i+n, pripadne pri odvodeni
i=1

i=1 i=1
mo&zu byt ndpomocné rézne grafické reprezentacie (napr. [4]) ¢i kombinatoricky pristup [5].
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Princip rovnovahy na pake

Princip rovnovahy na pake hovori, Ze jednotlivé momenty sil sa musia rovnat. To znamen3, Ze
(vektorovo) plati Mi1=M2, resp. (pre nas pripad postaci aj skaldrna rovnost) F - =F,-r,.
Navyse, ak ide o tiaZzové sily (pozri obr. 1), predchadzajicu rovnost mézeme vyjadrit v tvare
mg-r=m,g-r,, odkial mame myup =myr,.

T1 0 T2 | |

Obr. 1: Princip rovnnovdhy na pdke

Sucet prvych n ¢lenov aritmetickej postupnosti

Pomocou principu rovnovahy na pake mozno velmi jednoducho dospiet k odvodeniu suctu
prvych n €lenov aritmetickej postupnosti.

Uvazujme aritmetickd postupnost {a, }::1

{a+(n ~1)d }::1 s prvym &lenom a, diferenciou d.

1 a n—1
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Obr. 2: VyuZitie principu rovnnovdhy na pdke pri odvodeni suctu prvych n clenov aritmetickej postupnosti

Na pravu stranu paky (obr. 2) umiestnime n zavazi A, A, ..., A, s jednotkovymi hmotnostami
tak, Ze vzdialenost zavaZia A, od osi otidcania (bod O) je aapre vzdialenosti medzi

jednotlivymi zavaZiami plati [A_jA|=d, i=2,3..,n.

Na lavu stranu paky do bodu P umiestnime hmotnost S,, pricom |OP| =1. Pre rovnovahu na
pake musi platit

OP|-S, =|OA|-1+[0A,|-1+...+|0A | 1,

resp.,
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1.S,=a-1+(a+d)-1+(a+2d)-1+..+(a+(n-1)d)-1,
odkial' je zrejmé, zZe
Sp=a+(a+d)+(a+2d)+..+(a+(n-1)d).

Paka zostane v rovnovahe aj v tom pripade, ak hmotnost celej sistavy umiestnime do taZiska
T. PretoZe zavazia A, A,, .., A, su rozmiestnené rovnomerne, tazisko T tejto sustavy

predstavuje stred Usetky AA, . Z uvedeného vyplyva, Ze plati rovnost|OP|-S, =|OT|-n, ¢&ize
n-1 n
1-Sn:n'[a+7~dj, resp. 1-Sn:5(a+(a+(n—1)d)).
Z predchadzajucich avah ziskavame
n
a+(a+d)+(a+2d)+...+(a+(n—1)d):g(a+(a+(n—1)d)), resp. » & :g(al+an).
i—1

Pozndmka. V pripade vyuZitia tohto pristupu k odvedeniu niektorych identit na strednej skole by bolo
zrejme vhodnejsie postupovat tak, Ze by sme na zdklade principu rovnovdhy na pdke najskér nasli sucet
prvych n prirodzenych cisel (obr. 2) a aZ ndsledne tento postup zovseobecnili pre pripad aritmetickej
postupnosti s kladnymi ¢lenmi.
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Obr. 2: VyuZitie principu rovnnovdhy na pdke pri odvodeny suctu prvych n prirodzenych Cisel

Sucet druhych mocnin prvych n prirodzenych ¢isel
PouZitim principu rovnovahy na pake mozno odvodit aj rovnost

12 +22+3%+..+n°= n(n+1)(2n+1)-
6

Do bodu P na lavej strane paky (obr. 3) umiestnime znovu zdvaZie s hmotnostou S,,, na pravu

stranu paky umiestnime zavazZia s jednotkovymi hmotnostami tak, ako je naznacené na obr. 3
(zavazia predstavuju body, vyzna¢ené modrou farbou).

Zavazia uvazovanej sustavy su mrezovymi bodmi siete, kde

e bodmi B;, i=2,..,n-1 (obr. 3) su vedené rovnobezky so stranou AC trojuholnika
ABC,

e bodmi C;, i=2,...,n—1 zase rovnobezky so stranou AB trojuholnika ABC.



30 Acta Mathematica Nitriensia, Vol. 7, No. 2, p. 27-33

Cs
1 a G
1
EP 10 :
A=A
| B,
Sn E Bs
}

Obr. 3: VyulZitie principu rovnnovdhy na pdke pri odvodeni suctu druhych mocnin prvych n prirodzenych cisel

Rozmiestnenie zavaii zabezpedi, Ze hmotnost sustavy je rozmiestnena rovnomerne vzhladom
ku kazdej taznici trojuholnika ABC, preto tazisko T tejto sustavy splyva s taZziskom uvazovaného
trojuholnika. Podobne ako v predchadzajicom pripade, vyuzijeme informaciu o polohe taZiska
uvazovanej sustavy hmotnych bodov v nasledujucich Gvahach.

OA|=a a |AA|=1, i=23,..,n. KedZe zavaZia na

pravej strane paky su rovnaké, v kazdom bode A, i=12,3,...,n je umiestnend hmotnost i

Opét predpokladajme, ze |OP|=1,

(obr. 3). Paka bude v rovnovahe, ak sa ,momenty”, posobiace na oboch jej strandch budu
rovnat, t.j.

|OP|-S, =|OA|-1+|OA,|-2+...+|OA,|-n, resp.,
1.8, =a-1+(a+1)-2+(a+2)-3+..+(a+(n-1))-n.
Analogicky, paka zostane v rovnovahe aj vtedy, ak hmotnost

m=1+2+...-|rn=M

celej sustavy uvazovanych zavazi umiestnime do taziska T, Cize
|OP|-S, =|OT|-m, resp.,

n(n+1).

1-Sn=(a+§(n—1)]-(1+2+...+n)=(a+§(n—1)j-T

Z toho vyplyva, Ze
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a-1+(a+1)-2+(a+2)-3+..+(a+(n-1))-n =(a+§(n—1)j- n(n2+1) .

Ak poloZzime a =1, potom dostdvame

2422,32 4 in? =(1+§(n—1))~ n(n2+1) _ n(n+1)(2n+1)'

Ak polozime a =0, tak na zaklade odvodenej rovnosti plati

1+1-2+2-3+...+(n-1):n :%(n—l) n(n;l) - (n—1)2(n+1) .

Odvodenie vybranej goniometrickej identity

Pouzitim zmieneného principu je mozné odvodit aj rovnost

sin£+25in2—”+3sin3—”+...+(n—l)sin (n-1)7 = n+1c0

tq
n n n n 2 2n’

Predpokladajme (obr.2), ze [OP|=1, |OA|=1 a |AA|=1, i=2,3,..,n avbode P je 3j

v tomto pripade umiestnené zdvaZie s hmotnostou S, .

Do bodov A, i=12,3,...,n umiestnime v danom poradi zavaZia s hmotnostami
L.
sin—, i=12,..,n-1.
n

KedZe pre 1 =1,2,..,n—1 plati
T ( iﬁj (n-i)z
sSIN—=sIN| 7r—— |=SIN——,

n n n

je hmotnost zavazi na pravej strane paky (obr.2) rozmiestnenad rovhomerne a tazisko T tejto
sustavy splyva so stredom Usecky AA,.

Z rovnovaznej polohy paky vyplyva platnost rovnosti

1-S, :sinz+23in2—”+3sin3—ﬁ+...+(n—1)sinw.
n n n n

Aj tentokrat vyuZime skutocnost, Ze paka zostane v rovnovahe aj vtedy, ak hmotnost

. T . 2T . 3rx . (n—l);r
m=sIin—+sin —+sINn —+...+SIN ———
n n n

celej sustavy uvazovanych zavazi umiestnime do taziska T, Cize

|OP|-S, =|OT|-m, resp.,

- : : : . (n-1
1-Sn=(1+n—lj-(smz+sm2—”+sm3—”+...+sm—( )ﬂ]
2 n n n n

Na ziskanie hladanej identity nam zostava urcit hmotnost m, kde
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.27 . (n-Yz .z . (z & (7 7
m=sin=+sin=—+...+sin~———=sin=+sin| =+ = |+...+sin| =+(n—-2)-= |.
n n n n n n n n

Z predchadzajliceho zapisu je zrejmé, Ze argumenty funkcie sinus predstavuju prvych (n —1)

v . . . . 0 0 , v T
Clenov aritmetickej postupnosti {an }n_l = {a+ (n —1)d }n , Sprvym ¢lenom a=—
= - n

. . V4
a diferenciou d =—.
n
Pozndmka. Hodnotu m mézZeme ndjst postupom, ktory pre lepSiu prehladnost uvedieme vseobecnejsie.
Predpokladajme, Ze

H =sina+sin(a+d)+sin(a+2-d)+..+sin(a+(n-1)d).

. , . . , .d vers . .
Vynasobenim uvedenej rovnosti vyrazom 2sm§ a vyuZitim identity

2sinasin 8 =cos(a— f)—cos(a+ ) mézeme tuto rovnost napisat v tvare

2Hsin9: cos(a—gj—cos(zﬂgj + cos(a+9j—cos(a+§d) +..+ cos(a+nd—§dj—cos(a+nd—gj ,
2 2 2 2 2 2 2

odkial

2H sin d = cos(a—gj—cos(eu nd —Ej , resp. 2H sin9 = Zsin[a+(n —1)9jsinﬂ .
2 2 2 2 2 2

Nasledne pre H dostdvame

25in(a+(n —1)gjsinnzd

25in9

H=

VyuZitim tohto vztahu pre hmotnost m uvaZovanej sistavy (n-1) bodov dostavame

T T

- = (n-1=

2sin| = +(n-2) [sin n
n 2

.7 .27 _(n-1)x r
m=sin= +sin==+...+sin = =cotg— .
n n n K3 2n

2sin 0
2

Vyuzitim principu rovnovahy na pake sme tak dospeli k rovnosti

sinz+25in2—ﬂ+...+(n—1)sinw=(1+n—_1)(sinz+sin2—ﬂ+...+sin—(n_l)ﬂ],
n n n 2 n n n

ktord mozeme vyjadrit v tvare

n-1
1-S, :sin£+25in2—”+33in3—”+...+(n—1)sin( )7 = n+lC0tg£-
n n n n 2 2n

Zaver

V prispevku sme ukazali jeden z mozinych nazornych pristupov umoznujucich formulaciu
hypotéz o platnosti niektorych identit, s ktorymi sa Ziaci strednych s$kol, ¢i univerzitni Studenti
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stretdvaju ¢asto uz v ,hotovej”, odvodenej forme (neraz ako sucéast zadania dékazovych uloh,
vyuzivajucich matematicku indukciu a so suctami tvaru 2K 3 4+ nk, k N privypocte
Riemannovho integralu pomocou definicie).

Prezentovany pristup k odvodeniu niektorych identit by mohol byt vyuZitelny vo vyu¢ovacom
procese, napriklad pouZitim metddy riadeného objavovania. Ziakov je vdak potrebné
upozornit, Ze pri uvedenom pristupe sme vyuzivali Usudky induktivneho charakteru ako
i fyzikdlnu argumentaciu, takze formulované zavery je treba deduktivne dokazat.
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