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Abstract

In this article we present a few possibilities how to use special GeoGebra commands and tools. We focus on
certain relations among geometric objects in a planar construction, especially for the trapezoid and its
transversals. Dynamic geometry environment of GeoGebra software for symbolic checks of any relations allowing
derivation, proving and discovering of theorems related to constructed geometric figures. Approach of using a
low-level GeoGebra automated reasoning tools (LocusEquation, Relation, Prove, ProveDetails) is presented on
some geometric situations for trapezoid transversals. Moreover, in all cases verifications and proving of the
constructive geometric facts based on the method of calculation of area are included, too.
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Uvod

V poslednom obdobi moZno pozorovat takmer na vsetkych stuprioch $kél tendencie istého
deformovania matematického vzdelavania, ktoré sa zameriava predovsetkym na vykony, ¢o v
kone¢nom dobsledku tla¢i Ziakov do ziskavania a memorovania mnozZstva informacii bez
pochopenia SirSich suvislosti, bez moZnosti prezentovania, ozrejmenia ich zmysluplnosti Ci
vyuZitelnosti v praktickom Zivote. Nemozno sa uspokojit so stavom, ked sa mnohokrat iba
naoko proklamuje vyuZivanie informacnych a komunikacnych technolégii na nasich Skolach.
Priestor uréeny k vizualizacii geometrickych problémov v prostredi interaktivnych programov
predstavuje pre ucitela a Ziakov prirodzené prostredie zvysujuce efektivnost vyucovacieho
procesu. Vtomto smere je dnes GeoGebra, ako volne dostupny program dynamickej
geometrie, ¢oraz populdrnejsi takmer na vSetkych Urovniach matematického vzdelavania.

Program GeoGebra a niektoré jeho nastroje

Multiplatformovy systém GeoGebra v sebe spdja geometriu, algebru a matematicku analyzu.
Dynamické prostredie tohto programu ma jednoduché a intuitivne pouzivanie a poskytuje
primerany priestor na Ziacke aktivity nielen v Skole, ale aj vdomacom prostredi. V naSom
prispevku sa obmedzime prevazne na ndastroje tohto programu, ktoré suvisia s objavovanim
matematickych pojmov, vlastnosti objektov, tiez tvorbou hypotéz ¢&i formulovanim tvrdeni
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a st vhodné na ich geometricku vizualizaciu ¢i samotné overovanie. Niekolko zaujimavych
prikladov na vyuzitie automatizovanych nastrojov na dokazovanie a overovanie v GeoGebre
je mozné ndjst aj v [1], [2] a [3]. V kone¢nom d6sledku budu tieto moznosti prezentované na
niekolkych geometrickych tvrdeniach o prieckach lichobeznika. Za tymto ucelom budeme
v programe GeoGebra pouzivat, okrem zdkladnych funkcii, aj nasledujlice néstroje (prikazy):

e locusEquation[V,B] (RovnicaMnoZinyBodov[V,B]), kde V je vlastnost hladanej
mnoziny bodov (v tvare logického vyrazu — ¢o predstavuje dodato¢nu podmienku pre
objekty prislusnej konstrukcie) a B je bod patriaci k volnym objektom konStrukcie, pre
ktory sa bude overovat vlastnost V. Vysledkom prikazu LocusEquation[V,B] je
mnozina bodov M (krivka dand rovnicou v implicitnom tvare — uvedend v algeraickom
okne programu), ktora je taktiez zobrazena v geometrickom okne, za predpokladu: ak
plati V (logickd hodnota je 1), tak B € M. Treba pripomenut, Ze pri skimani mnoziny
bodov su vsetky skor zostrojené body (okrem bodu B) povaZované za pevné, pretoze
ich stradnice su sucatou numerickych vypoctov k overovaniu vlastnosti V.

e Nastroj Relation (Vztah) resp. prikaz Relation[0;], ktorym urcujeme vztah medzi dvomi
alebo viacerymi objektmi (geometrickymi utvarmi) O;. Tento prikaz umoZiuje
numericky, t.j. pre dané suradnice zostrojenych bodov (a nimi uréenych objektov
analytickymi vyjadreniami), overit napriklad rovnobeZnost (kolmost) dvojice priamok,
kolinearnost trojice bodov, dalej ¢i bod leZi na danej usecke (priamke, kuzelosecke),
alebo ¢i dva alebo viac Gtvarov st totozné resp. maju rovnaku mieru (dizku, obsah).

X

e Prikaz Prove (Verifikovat), ktorym mozZeme “zvysit Uroven” overovania niektorych
geometrickych tvrdeni o vztahoch medzi Utvarmi. Na rozdiel od nastroja Relation, kde
overovany vztah je vyhodnoteny pre konkrétnu polohu danych utvarov (teda
numericky), prikaz Prove rozhodne, ¢i je dané tvrdenie platné vo vSeobecnosti.
MozZnymi vystupmi, ktoré su dostupné v algebraickom okne programu ako logicka
hodnota, su ‘true/pravda’, ‘false/nepravda’ resp. ‘nedefinované/undefined’. Posledna
moznost znamend, Ze nedostavame doveryhodnu odpoved prikazom Prove, t.j.
GeoGebra nevie jednoznacne rozhodnut o platnosti tvrdenia vo vSeobecnosti.

e Prikaz ProveDetails (VerifikovatDetaily), ktory pracuje podobne ako prikaz Prove, avsak
pouziva mierne rozsireny algoritmus. V dosledku toho mézeme vo vysledku ziskat
podrobnejsie informacie v tvare podmienok tzv. degeneracie, ktoré vyjadruju, kedy je
skimana vlastnost splnena. PresnejSie, ak nie je splnend Ziadna z podmienok
uvedenych vo vnutornych zatvorkach {true, {conditions...}}, ktoré ndjdeme v zozname
vysledkov algebraického okna programu, tak tvrdenie je pravdivé.

Zakladné pojmy

Rovinné geometrické utvary, vratane skimania ich zakladnych charakteristickych prvkov, su
neoddelitelnou sucastou Skolskej geometrie. Z priestoru venovaného mnohouholnikom sa
zameriame na lichobeZnik, ktory definujeme ako konvexny Stvoruholnik, ktory ma prave jednu
dvojicu navzdjom rovnobeznych stran. Tuto dvojicu rovnobeZznych strdn nazyvame zakladne,
zvy$né strany ramend. Pod prieckou lichobeZznika budeme rozumiet kazdu usecku, ktorej
krajné body lezia na obvode lichobezZnika a ktord nie je incidentna so Ziadnou z jeho stran.
Usecku, ktorej krajné body su stredy ramien, nazyvame stredna priecka lichobeZnika.
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Z metdd rieSenia uloh, ktoré neskor vyuZijeme pri rieSeni niekolkych problémov,
uvedieme zopar pozndmok k metdde dokazovania pomocou vypoctu obsahu, ktoru vieme
jednoducho uplatnit pri overovani tvrdeni o mnozZine geometrickych Utvarov zostrojenych
koneénym poctom euklidovskych konstrukcii. Zakladnymi principmi sp6sobu dokazovania je
urcovanie pomerov proporcionalne si odpovedajucich Useciek resp. pomerov orientovanych
usecCiek a obsahov vhodnych trojuholnikov. Ak uvaZzujeme orientaciu vrcholov trojuholnika,
tak mozno zaviest aj pojem orientovaného obsahu trojuholnika. Medzi zakladné pomocné
tvrdenia metédy dokazovania pomocou vypoctu obsahu patria nasledujluce lemy, v ktorych
zapis AB znamend orientovanu dizku Gsecky s krajnymi bodmi A, B a S,pc je orientovany
obsah trojuholnika s vrcholmi A, B, C (podrobnejsie v [4], [5] a [6]):

Lema 1. Nech A, B, C su tri navzdjom rézne kolinedrne body a P bod neleZiaci na priamke AB.
Potom AB : BC = S,gp : Sgcp- V pripade, ak BC = k.AB (k € R), tak Sgcp = k. Sypp-

P

B C

=

Obrazok 1

Lema 2. Nech P je priesecnik dvojice réznobeznych priamok AB,CD, pricom D # P. Potom
p/ati: CP:DP = SABC : SABD'

i B P

Obrdzok 2

Lema 3. Nech A, B, C, D su Styri navzdjom rézne body. Potom AB je rovnobezné s CD prdve
Vtedy, ked,SABC = SABD'

Vychodiskova situacia

Dany je lichobeznik ABCD (AB||CD) a stred M ramena BC. Nech N je lubovolny vnutorny
bod ramena AD. Priecka MN daného lichobeZnika je rovnobeind s jeho zakladfiami prave
vtedy, ked'bod N je stredom AD, t.j. ise¢ka M N je jeho strednd priecka. V prostredi programu
GeoGebra moézeme ‘objavit’ toto tvrdenie v niekolkych nasledujucich krokoch:

1. Najskor zostrojime lichobeznik ABCD so zakladriami AB a CD (nastroj Polygon), pricom
vychadzame z trojice nekolinearnych bodov 4, B, C, pricom vrchol D je bodom priamky
prechadzajucej C a rovnobeznej s AB. GeoGebra automaticky vytvori usecky a,b c,d
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predstavujuce strany lichobeZnika. Nech bod M je stred ramena BC (nastroj Midpoint)
abod N lubovolny bod ramena AD (nastroj Point on Object). Nakoniec zostrojime
priamku p prechadzajucu bodmi M, N.

2. Skumajme, pre aku polohu bodu N je priamka p rovnobezna so zakladfiami lichobeznika
(napr. AB). Do vstupného pola programu GeoGebra zadame LocusEquation[p||a, N].
Vysledkom tohto prikazu je urcenie implicitnej krivky g, ktora je v geometrickom okne
programu vykreslend ‘ako’ bod. Napriklad, pre konfiguraciu vrcholov lichobeznika so
suradnicami A = (0,0), B = (4,0), C = (3,2), D = (2,2), rovnica implicitnej krivky g
ma tvar x2 — 2x + y% — 2y = —2, ktorda predstavuje bod so stradnicami (1, 1).

3. V pripade, Ze budeme menit polohu volnych bodov konstrukcie (vrcholov lichobezZnika),
tak pre polohu krivky g zodpovedajucu umiestneniu bodu N na ramene AD lichobeZnika
s vlastnostou MN ||AB, mozZno vyslovit domnienku (hypotézu), Ze bod N je stredom strany
AD (obrdzok 3).

Obrazok 3

4. Na overenie nasej domnienky najskor zostrojime stred Q ramena AD (nastroj Midpoint) a
sledujeme prekrytie tohto bodu s krivkou (bodom) q pre rézne polohy volnych bodov.
Nasledne zostrojime prieCcku QM (usecku s). Pomocou nastroja Relation resp. prikazom
Relation[s, a] ur¢ime vztah medzi stranou AB a prieckou QM lichobeznika. Odpoved
programu je, Zze dané Usecky “s a a su rovnobezné (numericky overené)”. Kliknutim na
tlacidlo “More. . .” vo vyskakovacom okne programu ziskame rozSirenu odpoved, ktora
hovori, Ze Usecky s a a su rovnobeZné vo vieobecnosti a za podmienky, ked vrcholy 4, B
su navzajom rOzne (obrdzok 4).

Itis generally true that:
& 5 anda are parallel
underthe candition:

& A and B are nat equal

s does hot have the same lendth asa
{checked numerically)

Lok

Obradzok 4

5. Na zadklade experimentovania v prostredi programu GeoGebra mézeme sformulovat
nasledujuce tvrdenie:
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Strednd priecka lichobeZnika je rovnobeZnd s jeho zdkladriami.

K jeho formdalnemu dékazu moZeme vyuzit vyssie uvedené pomocné lemy. Presnejsie, ak
body Q a M su postupne stredy strdn AD a BC, tak

AQ:AD =BM :BC=1:2
Z lemy 1 vyplyva, Ze
SABQ = lSABD = 1SABC = Sapm
2 2
RovnobeZnost zakladne AB a strednej priecky QM je désledkom lemy 3.

Platnost predchadzajuceho tvrdenia vyplyva aj z vlastnosti strednej priecky trojuholnika.
Ak bod E je priese¢nikom priamok AB a DM, tak trojuholniky EBM a DCM su zhodné
(podla vety usu). Odtial dostdvame, ze Use¢ky EM a DM su zhodné, t.j. bod M je stredom
usecky ED. Potom usecka QM je strednou prieckou trojuholnika AED, ktora je
rovnobeznd s jeho stranou AE a teda aj so stranou AB lichobezZnika (obrdzok 5).

Obrdzok 5

Navyse, pre dizku AE plati: AE = AB + BE = AB + DC. Potom dizka strednej priecky
QM trojuholnika AED je polovicou dizky strany AE. Odtial dostavame, 7e di?ka strednej
priecky lichobeZnika je rovna aritmetickému priemeru diZok oboch jeho zékladni, t.j.

QM = (AB+CD)/2 resp. s=(a+c)/2

V programe GeoGebra overime tuto rovnost tak, Ze do vstupného pola napiseme prikaz
ProveDetails((a + c)/2 == s), pricom rovnost je nutné vyjadrit pomocou dvoch znakov

=" resp. pouzijeme Specidlny znak “Z£“, ktory je dostupny v pravom dolnom rohu
vstupného pola cez ikonu “a“. V algebraickom okne dostaneme odpoved v tvare:

{true,{"c=a+s=*2", "sx24+c=a"}}

Toto mozno interpretovat tak, Ze dané tvrdenie o strednej priecke lichobeZnika plati vo
vSeobecnosti, okrem pripadov degeneracie, kedy A = B resp. C = D, ¢o geometricky
znamena, Ze vrcholmi A, B, C, D nie je urceny lichobeznik. V pripade A =B pre C # D je
usecka QM strednou prieckou trojuholnika ACD. Ak C = D pre A # B, tak Usec¢ka QM je
stredna priecka trojuholnika ABC.

Druha situacia

Nech M je vnutorny bod ramena BC lichobeinika ABCD. Predpokladajme, Ze bod N nie je
nutne vnutornym bodom druhého ramena AD lichobeznika, ale fubovolny (volny) bod roviny
rézny od M. Ak pouzijeme vysSie opisané postupy na hfadanie mnoziny vsetkych bodov N, pre
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ktoré je priamka p prechadzajuca bodmi M,N rovnobeina so zdkladfami lichobeZnika,
budeme moct vyslovit domnienku, Ze touto mnoZinou je priamka (s vynimkou bodu M, ked
N = M). Ak do vstupného pola programu zadame, podobne ako v kroku 2 predchdadzajucej
situacie, prikaz LocusEquation[p||a, N], tak vysledkom je implicitna krivka g, ktord ma
v algebraickom okne programu tvar ax + fy = y a v geometrickom okne je vykreslend ako
priamka rovnobezna so stranou AB lichobeznika, ktora prechddza bodom M. RovnobeZnost
priamky g vzhladom na zakladne sa nemeni pri akejkolvek manipulacii s polohou volnych
bodov konStrukcie, ktorymi su vrcholy lichobeznika a body M, N urc€ujuce priamku p. Situacia
je znazornend na obrdzku 6, kde bodom P sme oznacili priesecnik priamky g a ramena AD
lichobeznika.

Obrdzok 6

Vo vSeobecnosti, v programe GeoGebra nie je mozné overit rovnobeznost priamky g a strany
AB lichobeZnika. Program nedokaze vyhodnotit vztah medzi dseckou (priamkou) a krivkou
danou implicitne. Vysledkom prikazu Relation[q, a] je: “q a a sa nedad porovnat (numericky
overené)”. V pripade pouZitia prikazov Prove[q||a] resp. ProveDetails[q||a] program hlasi vo
vyskakovacom okne chybu “nepripustné porovnanie” alebo “nepripustna logickd operacia“.
Z tohto dovodu a aj z doterajsich pozorovani ¢i experimentovania vznika otazka, v akej forme
mozno zovSeobecnit tvrdenie o strednej priecke lichobezinika pre taku skupinu priecok,
ktorych krajné body leZia na ramendach lichobeznika. Jedna z moZnosti je v nasledujucej vete:
Ak ABCD (AB||CD) je lichobeznik a MN jeho priecka, pricom M € BC, N € AD, tak priecka
MN je rovnobeZnd so zdkladriami lichobeZnika prdve vtedy, ked' plati: AN : DN = BM : CM
(obrazok 7).

Obrdzok 7

Toto tvrdenie patri v geometrii medzi zdkladné tvrdenia o rovnobeznych priamkach aich
prieckach. Podobne ako v dbokaze rovnobeZnosti strednej priecky lichobeznika s jeho
zakladriami (krok 5), mozno v dokaze tohto tvrdenia vyuZit skor uvedené pomocné lemy.
Pritom si sta¢i uvedomit, Ze v pripade, ak MN ||AB, tak podla lemy 2 plati:

AN : DN == SANM : SDNM == SBNM : SCNM == BM : CM .
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Pozndmka: Pre overenie rovnosti predchadzajucich pomerov Useciek v programe GeoGebra,
staci do vstupného pola napisat prikaz: ProveDetails(AN/DN == BM/CM). V algebraickom
okne dostaneme odpoved v tvare:

{true, {"AreCollinear[A, B, C]"}}

Znamena to, ze AN : DN = BM : CM plati vSeobecne, okrem degenerovaného pripadu, ked
body A, B, C su kolinedrne. V tomto pripade by vrcholy A, B, C, D neurcovali lichobezZnik.

Tretia situacia

Nech zékladne AB a CD daného lichobeinika maju dizky a a c. Uréte dizku jeho priecky, ktora
prechadza priesecnikom jeho uhloprie¢ok rovnobezne so zakladfiami a dokazte, Ze priesecnik
uhlopriecok tuto priec¢ku rozpoluje.

Riesenie: Situdciu zadania uUlohy si zobrazime v prostredi programu GeoGebra. Nech bod M je
prieseCnikom uhlopriecok lichobeznika a PQ (P € AD, Q € BC) prie¢ka poZadovanych
vlastnosti, t.j. M € PQ, PQ ||AB (obrdzok 8).

D C

Obrdzok 8

e Najskor dokazeme, Zze bod M je stred priecky PQ. V programe GeoGebra do vstupného
pola zaddme prikaz ProveDetails(Distance(P,M)==Distance(Q,M)). V algebraickom okne
dostaneme odpoved'v tvare:

{true, {"AreCollinear[A, B, C]",”AreEqual[A, B]" }}

Znamena to, 7e Use¢ky PM a QM maju rovnaku dizku za predpokladu, ak body 4, B, C
nelezia na jednej priamke a body P,Q su navzdjom rbézne. Ak namiesto prikazu
ProveDetails pouzijeme prikaz Prove, tak vystupom bude logickd hodnota ‘true’ pre
overovanu vlastnost, ktorou je zhodnost UseCiek PM a QM. Tato vlastnost zostava v
platnosti pre ré6zne polohy volnych bodov (vrcholov lichobeznika). Formalne dokazeme
tuto vlastnost metddou s vyuZitim vypocétu obsahu. Z rovnosti obsahov trojuholnikov
ABC a ABD dostavame, ze Sypy = Sgumc- TaktieZ, z predchadzajucej situacie vieme, ze
pre prie¢ku PQ lichobeZnika rovnobeznu so zakladriami plati:
AP : DP = BQ : CQ resp. AP : AD = BQ : BC
Potom, ak uplatnime skér uvedené pomocné lemy, tak mame:
PM  Sapm Sapm _ Sapm _SADM _ Sapm _SBMC _ AP _BC _A_P_%_

MQ Bl Samo B Spmo Bl Sapm Semo B Sapm Semo ~AD BQ ~ AD'BC

Znamena to, Ze usecky PM a MQ su zhodné, a teda bod M je stred priecky PQ.
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e Vzhladom na vysledok predchadzajicej ¢asti (PM = MQ), na vyjadrenie dizky prie¢ky
PQ daného lichobeinika pomocou di?ok jeho zékladni, sta&i uréit dizku jedného z jej
usekov, napr. PM. Z dvojic podobnych trojuholnikov PMA, DCA a PMD, ABD vyplyva

PM :CD = AP : AD a PM : AB = PD : AD.
Po scitani tychto rovnosti (ich prislusnych pravych a lavych stran) a Uprave dostaneme:
1 1 (AP + PD) AB-CD
Ly Ly UREED) oy, ADCD
CD AB AD AB + CD
Potom pre dizku prie¢ky PQ mame
2-AB-CD 2ac
PQ = =,
AB +CD a+c

¢o je harmonicky priemer dizok zakladni lichobeinika. V prostredi programu GeoGebra
overime tuto rovnost tak, Ze do vstupného pola napiseme prikaz

ProveDetails(s == (2ac)/(a + ¢)),

PM(

kde s je dizka prie¢ky PQ. Néasledne v algebraickom okne dostaneme odpoved v tvare:
{true, {"2ac + as = cs","as = 2ac + cs","AreCollinear[A, B, C] "}

Znamena to, Ze za predpokladu nekolinedrnosti bodov A4, B, C (vrcholov lichobeznika),
akoajA # B aC # D, dizka prie¢ky PQ lichobe#nika prechadzajicej priese¢nikom jeho
uhloprie¢ok je rovnd harmonickému priemeru dizok jeho zakladni.

Pozndmka: V poslednom obdobi su do programu GeoGebra implementované nové funkcie.
Jednou z nich je aj nastroj Discover, dostupny v samostatnom instalacnom baliku GeoGebra
Discovery [7]. Ide o nastroj na analyzu geometrickych konstrukcii a hladanie vztahov medzi
Utvarmi. V sucasnosti je takdto forma automatizovaného objavovania pomocou ndstroja
Discover obmedzena na hladanie ‘zaujimavych’ vlastnosti iba pre body. Pre nasu ulohu by to
znamenalo, Ze po zostrojeni lichobeznika ABCD, prieseénika M uhloprieéok a jeho prie¢ky PQ
pozadovanych vlastnosti, nas zaujima, aké vlastnosti ma napr. krajny bod P priecky. Do
vstupného pola napiSeme Discover(P). V novom okne (oznatenom ,Discovered theorems on
point P“) dostaneme odpoved, v ktorej su vSetky programom ziskané vztahy pre bod P,
vratane platnosti nami pozadovaného tvrdenia MP = MQ (obrdzok 9).

Collinear points: MPQ

Sets of parallel and perpendicular lines:

# AB || CD || MPQ

Congruent segrments:

a MP =MQ

[oc |

Obradzok 9

Zaverecna situacia
Nech body P, Q su stredmi zakladni AB, CD daného lichobeZnika. Dokazte, Ze priese¢nik M
jeho uhlopriecok lezi na priecke PQ daného lichobeznika.
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Riesenie: PoZzadovanu situaciu méZzeme zobrazit v prostredi programu GeoGebra nasledovne.
Nech bod M je priesecnik uhlopriecok lichobeznika a PQ priecka poZzadovanych vlastnosti, t.j.
P je stred AB a Q stred CD (obrdzok 10).

A P B

Obrdzok 10

Kolinedrnost bodov P, Q, M overime nastrojom Relation, resp. do vstupného pola programu
napiSeme jeden z prikazov AreCollinear(P,Q, M) alebo Relation(M, s), kde pismenom s je
oznacena priecka PQ (usecka s krajnymi bodmi P, Q). V prvom pripade je vysledkom logicka
hodnota ‘true/pravda’ v zozname algebraického okna. V druhom pripade je v novom okne
zobrazeny vysledok, Ze bod M leZi na s (numericky overené). Po kliknuti na podrobnosti
(tlacidlom “More. . .”) ziskame podrobnejsiu odpoved, Ze overovany vztah incidencie plati vo
vieobecnosti a za podmienky, ked vrcholy A, B su navzajom rozne (obrdzok 11).

Itis generally true that:
aMliezons
under the condition:

# A and B are not equal

(o]

Obrdzok 11

Po overeni kolinearnosti trojice bodov P,Q,M v programe GeoGebra mdézieme prejst ku
formalnemu dbkazu tejto vlastnosti.

Dbkaz 1: AK P, Q su stredmi zakladni AB a CD lichobeZnika, tak z podobnosti trojuholnikov
ABM a CDM, v ktorych su zhodné vsetky zodpovedajuce dvojice vnutornych uhlov, mame:

AM : CM = AB : CD = (24P) : (2€Q) = AP : CQ.

Z predchadzajuceho, ako aj zo zhodnosti uhlov PAM a £QCM vyplyva, Ze trojuholniky PAM
a QCM su podobné, teda ich vnatorné uhly pri vrchole M su zhodné, t.j. APAM = AQCM.
Tieto uhly st vrcholové a vzhladom na kolinearnost bodov A, M, C dostavame, Ze body P, Q, M
su kolinearne, t.j. bod M leZi na priecke PQ daného lichobeznika.

Dékaz 2: Podobne ako v predchadzajucich situaciach, mozno k dékazu pozadovaného vztahu
pouzit metddu s vyuZitim vypoctu obsahu. Predpokladajme, Ze bod P je stred zakladne AB
lichobeZznika a bod M priesecnik jeho uhloprie¢ok. Oznaéme Q priesecnik priamky PM s
druhou zdkladriou CD lichobeZnika. Ak vyuzijeme uz skor uvedené pomocné lemy, tak Sygp =
Sagcr Sapg = Sapc, odkial Syyp = Scmp, Samg = Scmp- Nakoniec dostavame:
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DC _ Sump _Scus _AB _
QC  Samq Scmp AP

2,

¢o znameng3, Ze bod Q je stredom zdkladne CD a priecka PQ lichobeZnika ma pozadované
vlastnosti.

Pozndmka: Ak sa rozhodneme, podobne ako v predchddzajucej ulohe, siahnut v programe
GeoGebra po nastroji Discover, tak nds zaujima, aké vlastnosti ma krajny bod Q priecky. Do
vstupného pola napiSeme Discover(Q). V novom okne (ozna¢enom ,Discovered theorems on
point Q“) dostaneme odpoved, v ktorej si programom ziskané vztahy pre bod Q, vratane
kolinedrnosti bodov P, Q, M (obrdzok 12).

Collinear paints: MPO
Sets of parallel and perpendicular lines:
& ABP || CDOQ

Congruent segments:

& AP =BP
aCca=Dg

o)

Obrdzok 12

Zaver

Nemala miera formalizmu vo vyucovani na nasich skolach zniZuje rozvoj Ziackej schopnosti
abstrahovat, logicky mysliet a tiez neprispieva k prirodzenému osvojeniu novych poznatkov,
pojmov a zakonitosti v celistvosti a Uplnosti. Je zrejmé, Ze ¢im nazornejsia je vyucba, tym je
osvojenie novych poznatkov jednoduchsie, rychlejsie a efektivnejsie. Vtomto ¢lanku sme
upriamili nasu pozornost na moznosti pouzitia programu GeoGebra nielen pri vizualizacii
geometrickych situdcii, ale aj na jej uplatnenie v procese objavovania niektorych vztahov
medzi rovinnymi geometrickymi Utvarmi, konkrétne pre pripad lichobeznika a jeho priecok.
Ciasto¢ne sme nacrtli aj zakladné mozZnosti vyuZitia noviieho ndastroja Discover, ktory je
implementovany do programu GeoGebra. Avsak, vzhladom aj na dnes pritomné niektoré
technické obmedzenia tohto nastroja, si svoje miesto najde prevazne iba medzi ucitelmi. Savisi
to pravdepodobne stym, Ze nastrojom Discover vieme v obmedzenej miere bud overit
niektoru z vlastnosti geometrickych Utvarov v nami vopred uskuto¢nenej konstrukcii, alebo sa
nam podari objavit vlastnost novu, pre nds vdanom momente nepoznand.
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