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Abstract

In this article, we deal with readable attention to the non-typical confrontation of learning processing axial
symmetry and musical materials. We present non-traditional forms of using interdisciplinary relations between
practical examples and geometric problems. Given tasks have musical character, but its solves the sample
problem of axial symmetry. We also present some problems in worksheet which related to interdisciplinary
relations for the students. The worksheet includes some other musical and mathematical examples about the
axial symmetry. In the worksheet, the pupils have an opportunity to mark their feelings. We describe our findings,
pupils’ solutions of the tasks, as well as their opinions of the interdisciplinary.

Keywords: educational process, geometry, axial symmetry, musical materials, interdisciplinary relations,
worksheet.
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Uvod

,Matematika a hudba su nezavislé. Su hudobne hluchi ludia neschopni zaspievat piesen.
Viem si predstavit aj matematicky hluchych ludi. Pravda, hudba je druh umenia a umenie hrd
svoju ulohu v Zivote ¢loveka. A matematik je tieZ ¢lovek. Opacne, pri vplyve matematiky si
zvykneme poméct frazou, Ze matematika uci spravne mysliet. LenZe ¢clovek méze dobre
mysliet aj bez matematickych vzorcov.”

(Riecan, 2018 in Kostalova, 2018)

Co modZe hudba znamenat pre matematikov? Cim mdéze matematika zaujat hudobnikov? M4
zmysel, aby hudobnik mal zakladné matematické vedomosti? Maju zhodné zobrazenia nejaky
zmysel pri stavbe hudobnych ndstrojov, ¢i pri komponovani prekrasnych hudobnych skladieb?
Takéto a aj podobné otazky mézeme Casto pocuvat od Ziakov, vynikajucich umelcov aj vedcov.
Pozname odpovede na dané pochybnosti? Sme si vedomi zluéitelnosti, resp. nezllcitelnosti
dvoch disciplin na prvy pohlad tak odlisSnych? Skusme postupne uviest odpovede na tieto
otdzky v nasom ¢lanku.

Muzikolégia, teda hudobna veda, je v celku skuto€ne postavend na urcitych matematickych
principoch. Na prvy pohlad sa vsak nemusi celkom zdat, Ze by hudba mala mat nieco spolo¢né
prave s matematikou. Isty odbornik, majster husliar, vSak metaforicky obrazne tvrdi, Ze
,Hudba je len jeden odbor matematiky.” (Novak, 2018 in Kostalova, 2018) Uz tu sa javi akoby
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hudba mala svoj piedestal teda pevne zakoreneny nie len v srdci ¢loveka, ako si snad’
prirodzene predstavujeme, ale i v samotnej matematike.

Uvodnym slovom prof. Beloslava Rie¢ana viak prichadzame k myslienke, 7e hudba a
matematika suU nezdvislé. Hoci potvrdzujeme ideu tohto uznavaného vyznamného
slovenského matematika, hladdme zhodné zobrazenia i v hudobnych dielach, hudobnych
nastrojoch, ¢i inych hudobnych uUkazoch. Je vsak uz na pohlad zrejmé, Ze hoci samotnd
notografia obsahuje mnoZstvo vlastnych pravidiel zapisu n6ét a inych pribuznych znakov, v
skutoc¢nosti nejeden notograficky znak v sebe ukryva osovu simernost. Objavuju sa i skladby
u Paganiniho, Mozarta, Schneider-Trnavského, Czerneho, Beethovena, Bacha, Duvernoya a
inych velikdnov, ktoré su nositelmi konkrétneho zhodného zobrazenia. Dokonca i sam
profesor RieCan ako kantor a vasnivy organista sa urcity ¢as venoval problematike prepajaniu
hudby a matematiky. Vysledkom tejto jeho snahy bolo prave vydanie knihy Matematika a
hudba (Rie¢an — Berger, 1997) a tiez to, Ze bol jednym z usporiadatelov Medzindrodného
interdisciplindrneho seminaru Matematika, hudba a umenie.

Hudba verzus matematika

Pre spravne nazeranie na problematiku interakcie matematiky a hudby mézeme vnimat i fakt,
Ze ludia zvacsa maju peknu hudbu skutocne radi. A taktiez naopak, hudobnici si mozno ani nie
vzdy uvedomuju, kolko matematiky sa mdéze nachadzat v samotnej hudbe, v zapise noét,
v stavbe nastrojov ¢i v hranych a pocutych zvukoch.

V ¢lanku sa vSak sustredime na to, ako skladatelia tvorili potrebné hudobné zapisy odhliadnuc
od akychkolvek ich znalosti matematickych vztahov. TaktieZz uvedieme notografické prvky,
ktorych jednoznaény tvar sa vsak postupne ustdlil a nejeden znak, ¢i skupina znakov su tvorené
vybranym zhodnym zobrazenim.

Danou problematikou sme sa zaoberali v nasej bakalarskej (Kostalova, 2018) a diplomovej
praci (LasSova, 2020).
Hudobné ndzvoslovie

Pre lepSie pochopenie hudobnej problematiky v skratke nazorne objasfiujeme vybrané
hudobné pojmy, ktorych poznanie je nutné k sprdvnemu vnimaniu danej problematiky.
Nazvoslovie pouzité na Obr.1 sme prebrali z literatdry (Cmiral, 1967).
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Obr. 1 Hudobné pojmy
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Osovd stimernost

Venujme sa teda zhodnému zobrazeniu — osovej sumernosti, s ktorym sa stretavaju deti uz
v predskolskom veku. Vieme, Ze osovd simernost je zhodné zobrazenie v rovine dané osou o
alebo dvoma bodmi, vzorom a obrazom. Takéto vyjadrenie oznaCujeme ako S): X — X/,
pricom X je vzor a X je jeho obraz a zobrazujeme tak ako je uvedené na Obr. 2. Autor (Sedivy
1978) uvadza vsak i jasnu definiciu. ,,Nech je dand priamka o. Kazdému bodu X € m priradime

bod X' € w tak, aby XX' L 0, XX' N o = X,, vzdialenost bodu X € XX’ od priamky o nech sa
rovnd vzdialenosti bodu X' € XX' od priamky o. |XXo| = |X'Xo|, XoX, XoX' su opacné
polpriamky. Takto definované zobrazenie nazyvame osovd sumernost a priamku o osou
sumernosti.” (Sedivy 1978)

9

O

Obr. 2 Zobrazenie body X v osovej sumernosti

Ukdzky vyskytu osovej sumernosti v hudbe

Jeden zo zakladnych prikladov vyskytu osovej simernosti je stavba C-klu¢u. Vidime, Ze tato
hudobnicka graficka znacka zapisujuca sa na zaciatku hudobného riadka uréujica polohu téonu
c! (Obr. 3) pripomina isty matematicky geometricky Gtvar. Méieme tvrdit, Ze v pripade, Ze os
sumernosti 0 narysujeme horizontdlne je tento hudobny symbol osovo simerny.

Obr. 3 Altovy kluc

S inym pripadom osovej simernosti sa stretdvaju i klaviristi. Prave klaviatura v sebe obsahuje
vyznamnu osovu sumernost, ktord je tak vyznamna i samotnej klavirnej hre. Z prirodzenej
hrdosti hudobnikov vsak ¢asto vyplyva i podstatny fakt pojednavajuci o len nepatrne letmej az
priam badatelnej pritomnosti matematiky v akomkolvek hudobnom prostredi. Mnohokrat sa
vSak stava, Ze existencia a silny vyskyt matematiky ako takej je v hudbe, v hudobnom prostredi
¢i v stavbe hudobnych nastrojoch intenzivna a enormne zlomova. VSimnime si napriklad uz
spominanu vsetkym znamu klaviaturu. Vnimajme, ako pri vhodnom uloZeni osi o zasadenej
na klaves hrajuci ton d! mdzeme s jasnostou tvrdit, Ze klaviatura je vo svojej podstate osovo
sumernad (Obr. 4). Tyka sa to teda pohladu na cierne klavesy v zavislosti od bielych klaves. Hoci
klavir takto osovo simerne stavany nie je, spravne vybranu ¢ast klaviatiry povazovat za osovo
sumernu mbzieme, ba dokonca rbézne vybrané pasaze, stupnice, protipohyby ¢i techniky
v klavirnej hre vyuzivaju prave tuto vlastnost a ¢asto im k tomu napomaha i osovo simerné
aplikovanie prstokladu.
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Obr. 4 Klaviatira

Osova sumernost v stavbe hudobnych néstrojoch je vyuZivand i v remesle zaoberajicom sa
vyrobou a opravou slacikovych hudobnych nastrojov, teda v husliarstve. Husliari pri zhotoveni
zakladnej dosky husli (Obr. 5) pracuju prave s tymto cisto matematickym zhodnym
zobrazenim. Nasledujuca ukazka (Obr. 6) pojednava prave o tom, ako nesmierne dolezité
v procese vyroby husli je presné rysovanie, mimoriadne spolahlivé meranie a tiez bezchybna
praca pri rezbarskej Uprave samotného dreva.

TR

Obr. 5 Zdkladnd doska Obr. 6 Husle - stav vyroby

Klaviristi pocas hry na klaviri ¢asto znenazdajky vyuZivaju tiez osovl simernost, ktord vieme
vsak zapisat i do notovej osnovy. Spdsob hry, v ktorej nachadzame samotnd osovd simernost
my, hudobnici, nazyvame odborne stupnicovym protipohybom. Tento Specidlne matematicky
vyjav vznikd prave pre pripad protipohybu poéntc ténom c' pre obe ruky. Z pohladu
geometrie (Obr. 7) vidiet zretelne osovu sumernost medzi notami pravej a favej ruky.

Obr. 7 Protipohyb

Aby sme vSak neostali len pri akychsi teoretickych zakladoch mysliac si, Ze len tie vyuzivaju
osovl sumernost, pozrime sa aj hlbSie na konkrétne diela a ukazky majstrov muzikantov a
skladatelov, ktori mozno vedome, mozZno i nevedome vyuZivali vo svojej tvorbe osovu
sumernost. Hoci sa tato myslienka zda byt pre nas, matematikov, Cisto matematicky spésob
komponovania hudobnych skladieb, s pokorou prijmime stratégiu tvorby hudobnikov
a priznajme, Zze hudobnici v tomto pripade rieSia prave uz spominany protipohyb. Isty velikan,
Mikulds Schneider-Trnavsky, protipohyb tieZ vo svojej tvorbe vyuZival. Nachdadzame ho v jeho
viacerych skladbach. Za jednu vhodnu nazornu ukazku mozeme povazovat i piesen Hla, otvdra
sa brdna nebies (Schneider-Trnavsky, 1986), vid' Obr.8. VSimnime si zobrazeny 5. a 6. takt, kde
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protipohyb, resp. osovo sumerné hlavi¢ky n6t su vyznacené farebne. Sledujme i to, ako blizko
k sebe maju tieto dve zélezZitosti — hudobnd v pojme protipohyb a matematicka v idei osovej
sumernosti.

Obr. 8 UkdZka zo skladby s ndzvom ,,Hla, otvdra sa brdna nebies"

Tvorba pracovného listu k danej problematike

Prikladov, v ktorych sa osova sumernost ponuka hudobnikom ako nevyhnutna pomaocka
pri akejkolvej hudobnej ¢innosti, by sme vedeli ndjst niekolko. Uvedomuijuc si vSak nedostatok
vedomosti o danej problematike u Ziakov strednych skdl sme sa rozhodli zostavit pracovny list
a tym dat Ziakom na vedomie moZnost vyuZitia osovej sumernosti nie len v beZnych
geometrickych Utvaroch vyskytujlcich sa v ucdebniciach matematiky, ale i v necakanych
oblastiach Zivota, akou je napriklad i hudba.

Ako ukazku zaradenia moznych prikladov prelinajucich hudbu zhodné zobrazenia sme v rdmci
naSej bakalarskej prace (Kostalova, 2018) vytvorili pracovny list, ktori sme dali vyplnit 22
Ziakom Gymnazia sv. Cyrila a Metoda v Nitre, 6 Ziakom z Gymndazia Janka Jesenského v
Banovciach nad Bebravou, 2 Ziakom z Gymnazia Frantika Svantnera v Novej Bani a 4
Studentkdam z UKF v Nitre (pozn. dalej uz len ,Ziaci“). Na vypracovanie vietkych 7 dloh mali
vSetci 45 minut, niektori potrebovali eSte aj 15 minut z prestavky.

Nasim cielom v predloZzenom ¢lanku nie je predviest, zhodnotit, pripadne analyzovat cely
pracovny list. Sustredime sa len na vybrané ulohy a ich analyzy, ktoré sa tykaju prave popisanej
osovej sumernosti.

Prva uloha v pracovnom liste mala nasledujuce znenie. ,,Na nasledujucom obrdzku vidis jeden
takt s notami, kde vsak noty v druhom riadku, t. j. pre lavu ruku, chybaju. Preto do notovej
osnovy zakresli noty, ktoré ziskas osovou sumernostou s osou 04, 0,, Co budu tie chybajuce
noty pre lavu ruku.” (Kostalova, 2018)

Ziaci mali k dispozicii obrazok s chybajucimi notami a tie? priestor na ich hodnotenie
narocnosti a obtaznosti danej tlohy. Pod tUlohy sme taktiez my zapisovali ich Uspech/neulspech
alebo nedorieseny priklad (Obr. 9).
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Obr. 9 Zadanie prvej ulohy

Po analyze danej ulohy sme vytvorili graf, v ktorom uvddzame hodnotenie zZiakmi, t. j.
narocnost a hodnotenie Ziakov, teda ich Uspesnost (Obr. 10).

Nirotnost 1. alohy Uspeinost® 1. dlohy

Lahudki

470

Obr. 10 Hodnotenie Ziackej uspesnosti prvej uloyhy

Uvedena uloha sa vyznacovala najma obzvlast peknou Ziackou pracou. Polovica Ziakov mala
vyriesenu Ulohu na 100 %. Jeden Ziak nevedel vébec ulohu vyriesit a zvysni Ziaci sa prevaine
mylili v tom, Ze si nevSimli obidve osi sumernosti, ale len tu prvd. Preto vSetky noty zobrazili
len podla osi 04. 16 Ziakov s pochopenim a vyrieSenim tejto Ulohy nemalo problém a rieSenie
sa im zdalo velmi lahké. 12 Ziakov malo problém s pochopenim zadania a 6 Ziakov sa vyjadrilo
o Ulohe, Ze bola velmi naro¢na. Na Obr. 11 mo6zZeme vidiet Ziaka Gymnazia sv. Cyrila a Metoda
v Nitre ako rie$i pracovny list. Dalej je uvedend ukazka rieSenia pracovného listu Ziacky
Gymnazia Janka Jesenského v Banovciach nad Bebravou (Obr. 12).

Obr. 11 Pracovnd plocha Ziiaka
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Obr. 12 Sprdvne riesenie Ziaka (prva uloha

Iny typ ulohy z pracovného listu mal nasledujice znenie. ,V tejto ulohe je poulity uryvok z
piesne ,,K Mdrii voldme*, v ktorej sme vyznacili dve osi suimernosti 0,, 0,. Tvojou ulohou bude
na nasledujucom obrdzku oznacit noty, ktoré su osovo sumerné podla danych osi. Ndjdi obraz
a aj vzor osovo sumernych nét. Vyznacit ich do obrdzka méZes farebne, mézes tiez dokreslit
alebo narysovat pomocné Ciary, atd. Pripadne, ak vidisS v obrdzku (v notdch) aj iné zhodné
zobrazenie, méZes vyznacit aj to, tieZ ho pomenuj.” (Kostalova, 2018)

Ziaci mali teda k dispozicii obrazok Gplného notového zapisu (Obr. 13). Po spétnej kontrole ich
rieSeni sme dospeli k zdverom hodnotenia, ktoré zobrazuju aj grafy na Obr. 14.

w4,
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© 66 Sy

Obr. 13 Zadanie druhej ulohy

Na zaklade vyrieSenych uloh sme usudili, Ze dana uloha sa zdala byt pre niektorych Ziakov
trochu métuca. Ziaci nepokladali za jednoduché spomedzi nét vybrat prave tie, ktoré by boli
osovo sumerné. VyZzadovalo to presné rysovanie a meranie a to sa podla nasich zisteni
mnohym Ziakom nechcelo alebo nepodarilo. Napokon vsak viac ako polovica Ziakov Uspesne
zvladla tuto dlohu a len 6 Ziakov ju vobec nevyriesilo spravne. Nazory Ziakov na naroc¢nost
ulohy boli rézne (Obr. 14).

Niroénost” 2. dlohy Uspefnost’ 2. ilohy
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Obr. 14 Hodnotenie Ziackej uspesnosti druhej ulohy
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Na Obr. 15 uvadzame jedno zo spravnych a peknych Ziackych rieseni.
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Obr. 15 Sprdvne riesenie Ziaka (druhd uloha)

Treti typ zadania Ulohy o osovej sumernosti sa tykal jednej suciastky slacikovych hudobnych
nastrojov podopierajuca struny nazyvanej husfova kobylka. Uvddzame znenie zadania ulohy
v pracovnom liste. ,Na nasledujiucom obrdzku vidis polovicu novej huslovej kobylky bez zdrezov
na struny. Tvojou ulohou bude c¢o najpresnejsie dorysovat druhu polovicu tejto huslovej
kobylky, pokial vies, Ze je osovo sumernd podla osi 0. MbZes pouZit farebné pomocné Ciary
a vyznac aj vysledny tvar huslovej kobylky. MoZno Ti pomé6Zu aj pomocné ZIté plné, aj cervené
bodkované usecky.” (Kostalova, 2018)

K danému textu prisldchal nasledujlci obrazok (Obr. 16).

|
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Obr. 16 Zadanie tretej tulohy

Z analyzy tretej Ulohy vyplyvali nasledovné grafy (Obr. 17). Celkovo sa uloha Ziakom p&cila
a nebola pre nich narocna. Svedcia o tom aj vysledky ich prace, pricom 23 Ziakov vyriesilo tuto
ulohu uplne vynikajuco. Z priamych priamo vyslovenych reakcii niektorych Ziakov sme sa
dozvedeli, Ze sa im rysovat nechcelo. AvSak pri nasom hodnoteni Uloh z pracovného listu nas

prekvapila Uspesnost tejto ulohy.
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Obr. 17 Hodnotenie Ziackej uspesnosti tretej tlohy

V ulohe nds Specialne potesili i bezprostredné odkazy Ziakov prislichajice danej ulohe. Ista
Ziacka napisala: , Tretia uloha bola taZsia v tom, Ze som nevedela, ¢o je huslovd kobylka
a navyse je tazké prendsat obrdzok s nepravidelnymi stranami.” Paradoxom je, Ze tato Ziacka
ziskala za tuto ulohu plny pocet bodov. Daldia Ziacka ndm napisala pri GUlohu odkaz: ,,Som
vytvarnicka a umelcom nejde matika.” VSimli sme si vSak, Ze napriek dosahovaniu slabych
vysledkov na hodindch matematiky sa vo velkej miere prejavila tvorivost a talent tejto Ziacky.
Aj tato ZiaCka teda ziskala plny pocet bodov za rieSenie ulohy. Ina Ziacka zas okrem doplnenia
zakladného obrazu huslovej kobylky vytvorila aj obraz tiefia, ktory vznikol pri fotografovani.
Nasledujuce Ziacke rieSenia (Obr. 18) svedcia o tom, Ze Ziaci Ulohu vypracuvali svedomito a

doplnili svoje konkrétne rieSenie rysovanim, tiefiovanim, vyplnenim pozadia ¢i pouZitim farieb.

Obr. 18 Spravne riesenia Ziakov (tretia uloha)

Zaver

Na zaver si skisme opat poloZit niekolko otazok. Co ndm prinieslo takto imanentné uvazovanie
o synkretizme hudby a matematiky? Malo to vobec nejaky zmysel? Predpokladame, Ze
vyucovanie matematiky vyuZivajuce atypické uUtvary bude schopné vniest do obvyklych
vyucovacich hodin matematiky vyssi zmysel?

Zodpovedat mozeme i reakciami mnohych Ziakov, ktori tak nam po vyrieseni spominaného
pracovného listu zanechali odkazy. Boli vyzvani k tomu, aby na poslednu stranu napisali
bezprostredné zhrnutie pocitov a tak dostali prileZitost vyjadrit sa a napisat svoju skusenost
z vypracovavania pracovného listu. Mnohi sa odvaZili opisat nam svoju situaciu a pocit priamo
pocas vypliiovania pracovného listu podobne, ako sme uviedli pri tretej Ulohe. Uvedieme teda
aj reakcie Ziakov, ktori sa nebali napisat svoj celkovy nazor na pracovny list.

Ziatka, ktord ziskala celkovo plny pocéet bodov napisala: ,Super ndpad spojit hudobnt
s matematikou. V prvej ulohe by som vSak nechala zobrazené tramce nét, potom to ¢loveka

popletie. Dakujem ©* Ziak s vyslednym hodnotenim 100 % sa vyjadruje takto: ,,Zadania tloh
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boli ndpadité a netradicné. Vicsina uloh bola zviddnutelnd, ale s niektorymi som sa riadne
potrdpil. Bolo to viak celkom prijemné spestrenie dfia aj tyZdria. & Ziak, ktory vyzadoval aj
ustne vysvetlenie Uloh, no nakoniec mal vSetko spravne, si o sebe myslel: ,, Potrebujem doucit.
Sikovny Ziak, ktory dosiahol 100 % Uspe$nost napisal: ,Bolo to super. Nie¢o nové, farebné
a pekné.” Ziatka, ktord vyriesila vietky Ulohy v pracovnom liste spravne, pise svoju kritiku
nasledovne: , Trochu zle sa mi meralo — noty su prilis vyrazné a malinké, niektoré zadania mi
chvilu trvalo pochopit. MozZno by som zvolila int formuldciu. Inak som tu strdvila zopdr peknych
chvil. © Viaceri %iaci sa stazovali: ,Nepochopitelné zadania tloh.“ Dvaja chlapci, hoci obaja
stratili tri body napisali: ,Super.“, ,,Naj.“. Ziacky, ktoré stratili 4-5 bodov z celkového poctu sa
véak ospravedIfiovali: ,Prepdcte, ale ja som hlipa, keby to viem, rada to dobre vyplnim. .,
»Matika nie je prdve mojou silnou strdnkou, nemdm ju rada, ospravediniujem sa za zlé
vypracovanie uloh.”, ,Je to pre mria ndrocné, lebo ja som hlupa, ale snaZila som sa.” Jeden
chlapec, ktory ziskal len 8 bodov napisal: ,Matika ma bavi, ale geometrickd cast mi pride
nudnd a nezdZivnd.” Druhy Ziak, ktory mal taktiez len patdesiatpercentnd uUspednost sa
vyjadril: ,Velmi zloZité, ni¢ som nevedel, lebo matiku vieobecne neviem.” Ziacky, ktorych
uspesnost bola mensia ako 35% pisali: ,Nechdpem zadaniam &, nemdm velmi logické
myslenie ©., ,Ja ako nehudobnicka nerozumiem danym ulohdm s notami.”, ,Prepdcte, asi
som vdam pokazila cely priemer, ale ja som v tomto neschopnd.”

Z uvedeného mozno vidiet, Ze reakcie Ziakov boli skuto¢ne velmi ré6znorodé. Je vsak zrejmé,
Ze Ziaci s takouto formou rieSenia osovej sumernosti na hodine matematiky stretli celkom prvy
krat. Napriek tomu vSak dosahovali prekvapivé vysledky — v kladnom i v zapornom zmysle. Tiez
nas prekvapilo, Ze, mnohi Uspesni riesitelia boli hudobnici. ,Dopad” ich hudobného vzdelania
na spravne riesenia bol v mnohych pripadoch skutoéne silny. | z tohto dovodu, mnohi len
celkom intuitivne v 1. Ulohe vyriesili problém osovej sumernosti. Vdaka znalosti hudobnych
vztahov ziskali aj v pracovnom liste pri vypractvani Gloh vyborné vysledky. Preto si myslime,
Ze medzipredmetové vztahy mozno upevrovat aj takymi zaujimavymi tlohami, ndmetmi, co
urcite Ziakov zaujme a ponukne iny pohlad na vyucovanie matematiky.
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