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Abstract

In this article, we discuss relationships between Pascal's triangle and the Fibonacci sequence. We point
out some attributes of Fibonacci numbers, a triangular number field similar to Pascal’s triangle, which is
composed form Fibonacci numbers. We derive relations for diagonal and row sums of the Hosoya’s Tri-
angle.
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Uvod

Zrejme najvyznamnejsi eurdpsky matematik stredoveku Leonardo Pisansky, znamy viac pod pre-
zyvkou Fibonacci, sa zapisal do dejin matematiky predovsetkym tym, Ze oboznamil Eurdpu s in-
dicko-arabskou poziénou desiatkovou sustavou. Okrem toho jeho kniha Liber abaci obsahuje rie-
Senia elementdrnych problémov, vratane tzv. Ulohy o kralikoch. Jedna z foriem motivacie Ziakov,
Studentov i samotnych ucitelov je historické badanie, t. j. fenomén, ktory obohacuje aj sucasny
matematicko-pedagogicky proces a zarovern podnecuje u Ziakov zaujem badat a objavovat nové
poznatky a nové suvislosti aj v 21. storoci.

Historické pozadie Fibonacciho postupnosti

Fibonacci, vlastnym menom Leonardo Pisansky (priblizne 1170 -1250). V roku 1202 napisal svoj
najvyznamnejsi spis , Liber abaci” (,Kniha o vypoctoch®), ktory zna¢ne prepracoval v roku 1228.
Knihu moZno povaZovat za najpozoruhodnejsiu matematickda knihu celej stredovekej eurépske;j
histérie. V 12. kapitole o postupnostiach sa nachadzaju ulohy na vypocet suétu prvych n élenov
aritmetickej postupnosti, geometrickej postupnosti, postupnosti druhych mocnin prirodzenych
Cisel a Specidlnej postupnosti definovanej rekurentne.

Tato posledna postupnost sformulovana ako tUloha o rozmnoZovani kralikov je zrejme najslavnej-
$im matematickym objektom knihy. Ulohou je ur¢it pocet kréli¢ich parov po jednom roku, ked na
zaciatku roka existuje jeden par, po mesiaci sa mu narodi par, ktory je po mesiaci schopny roz-
mnoZovania a dalSi mesiac ma za potomkov dalsi par, atd", pricom pévodny par ma kazdy mesiac
ako potomstvo dalsi par a podobne to je aj s dalSimi parmi, pricom do roka Ziaden par neuhynie.
Kazdy clen tejto postupnosti okrem prvych dvoch ¢lenov F; = 1,F, = 1 je dany rekurentnym
vztahom

F‘I’l+2 = F‘l’l+1 + Fn, n eN.
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Albert Girard (1595-1632), ako prvy uviedol rekurentnu definiciu tejto postupnosti v dnesnej po-
dobe. V druhej polovici 19. storocia francizsky matematik F. E. Lucas (1842-1891) skiamal nie-
ktoré vlastnosti ¢lenov tejto postupnosti. Bol to prave on, ktory na pocest Leonarda zaviedol po-
menovanie Fibonacciho postupnost a jej ¢leny nazval Fibonacciho &isla [1], [2] a [3].

Avsak v historickych pramenioch nachaddzame poznatky, ktoré nas zavedu do obdobia okolo roku
300 pred Kr., kedy Zil staroveky indicky matematik a basnik Acharya Pingala (ﬁﬁﬂ). O jeho Zivote
vieme len velmi malo. Bol autorom spisu Chandahsastra (tiez nazyvany Pingala-sutras), v ktorom
opisal prvé zndme vysvetlenia bindrnych Cisel, Fibonacciho Cisel (tzv. maatraameru) a Pascalovho
trojuholnika (tzv. meru-prastaara, Obr. 1) [4] a [5].
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Obr. 1: Pingala Meru - Prastaara. Zdroj:[6].

Fibonacciho postupnost v Pascalovom trojuholniku

V tejto Casti si ukdzeme, kde sa v Pascalovom trojuholniku skryvaju Fibonacciho €isla. V roku 1654,
v suvislosti so Studiom pravdepodobnosti, B. Pascal napisal spis o tom , ktory sa dnes nazyva
Pascalov trojuholnik [7].

Jeto trojuholnikové Ciselné pole (Obr. 2) zostavené z kombinacnych Cisel (Z), kden>0,0<k <

n; k,n sucelé cisla. Je zrejmé, Ze tato schéma je nekonecnd. Nasledujuci obrazok zobrazuje
Pascalov trojuholnik pren = 6.

Obr. 2: Pascalov trojuholnik. Vlastny obrdzok.
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Ak chceme zd6raznit, kde sa v tejto schéme skryvaju Fibonacciho Cisla, je vyhodné prepisat Pasca-
lov trojuholnik do pravouhlého tvaru (Obr. 3). Uréme sucet s,, vSetkych kombinacnych &isel, ktoré
sa nachadzaju na priamke prechddzajucej kombinaénym cislom (’;) a zvieraju s prislusnym riad-
kom tohto trojuholnika uhol 45°. Pren =0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7 dostaneme:

1 1 2 3 5 8 13

1
1 1
1 1
3 3 1
1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

Obr. 3: Pascalov trojuholnik v pravouhlom tvare a Fibonacciho Cisla. Vlastny obrdzok.

Na zaklade tychto suc¢tov mézeme vyslovit hypotézu, Ze postupnost s, 51, S, S3, S, - - .. j€ totoZna
s postupnostou Fy, F,, F5, Fy, Fs, ..., t.j. pre vietky celé nezaporné Cisla n plati s,,_; = E,.

Konkrétne to znamena, Ze pre kazdé n € N plati

" n—1
(nal)_l_(nIZ)_l_(n;?))_'_”__'_ nzl ,  aknjeneparne,
E, = A 2n
(n81)+(n12)+(n;3)+___+ nEZ , aknje parne.
\ 2

Tvrdenie dokdzeme matematickou indukciou.

Je jednoduché overit, Ze identita platipren =1an =2; F; = (O) =1lakF, = (1) = 1.

0 0
Predpokladajme, Ze identita plati pre hodnoty mensie ako n, dokdzeme, Ze uvedend identita plati
aj pren.

a) Akn je parne Cislo, takn — 2 je parne cisloan — 1 je neparne Cislo, preto
(n-2)
_(n=2)-1\, (n—2)-2 M=2)-1-CG-D\, ... =2
Fn_z—( : )+( : )+..+( o )+ | w2y )
2
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(n-1)-1
F_, = ((n - é) - 1) + ((n - 1) - 2) + ((n - ;) - 3) o+ ((" B 1)i_ 1= l) ot <(n_i)_1>.

2

Vyuzitim rekurentného vztahu E, = F,,_; + F,_, dostaneme, Ze

n
Fn=("81)+(”12)+(";3)+ ..... +("_i1_i)+....+ 2
b) Ak n je neparne Cislo

o Faa= (7DD T e (TP <(n?1>,

i—1 (n-2)-1
2
n—-1)
Fn_lz((n—é)—l)_|_(("_i)_2)+((”_%)_3)+._.+(("_1)i_1_i)+ ..... + (n—i)—Z
2
dostaneme
_ n-1
R N G Y ey LS PO )

Softvér Mathematica nam umoznuje vycislit Fibonacciho Cisla aj s vysokymi indexami.

Napriklad Fibonacciho Cisla
Fio0 = (909) + (918) + (927) + (936> tot (29 * @g)’
Fyoo = (139) n (128) N (137) N (136) +.”+(19081) n (19090),

Faon = (55) + () + (3)+ () ++ () + G + G2

vycislime jednoduchym prikazom Fibonacci[n], konkrétne

Fibonacci[100]= 354224848179261915075

Fibonacci[200] = 280571172992510140037611932413038677189525

Fibonacci[699] =
54059936666307888585371224524040479564193340847128274990827350 63
36975240676728448671290816396634209121071249875468346691590435815
3636317442639426.

Nova vizualizacia Fibonacciho cisel v Pascalovom trojuholniku

V roku 2018, Bernhard A. Moser uviedol novy spOsob vypoctu Fibonacciho Cisel v Pascalovom
trojuholniku [9].
Tento pOsobivy postup je zaloZzeny na sucte CiastoCnych sucinov vytvorenych jednotlivymi prv-

kami Pascalovho trojuholnika a vyberom prvkov z mnoziny {—1,_71 ,O,%, 1 }
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Obr. 4: Nova vizualizdcia Fibonacciho cisel v Pascalovom trojuholniku. Zdroj: [9].

Napriklad,
1 1 1 1
144 = 1.5 + 11.5 + 55.0 + 165.(—1) + 330.0 + 462.5 + 462.2 + 330.0 + 165.(—1)

1 1

Myslienka novej identity sa opiera o vztah F,.; = 17Q¥e,, kde e, je k-rozmerny jednotkovy

)

Po Upravach (pozri [10]), dostaneme nasledovné vztahy, ak k je parne Cislo, tak

K el [ x [ 1
Fk+1 = (E) + 2 Zq=1 (E ) _Z q=1' (E_ 5q>l
2 2

-5¢q
2 neparne

mRORO
oRr oo

01
vektor, 17 = (1,1,1,1) a Q ::<§z

ak k je nepérne dislo, tak
1 (k+1 5 k 5ol k+1
Fk+1=§ k+1 _qu=1, k 5 +Z k1)
2 neparne ‘2 2 q q=1 2 q

Softvér Mathematica nam ponuka nastroje na overenie uvedenych vztahov aj aj pre pomerne
vysoké indexy, napriklad pre k = 166, k = 225.

K Floor[l—ko] k
feven[k_]: = Binomial[k, 5] + 2 Z Binomial[k, (E — 5q)] — Sum|[Binomial[(k +
q=1
k+1 5 k+1
1), (5= - 29)1.{q, 1, Floor[=],2}]

feven[166]

35600075545958458963222876581316753
odd[k_]: = > Binomial[(k + 1), (=-)] — 2Sum[Binomial[k, - — > q)], {g, 1, Floor{z],2}] +

Floor[%] k+1
Z Binomial[k + 1, (T —5q)]

a=1
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fodd[225]
76159080909572301618801306271765994056795952743

Zaporné a kladné Fibonacciho cisla

Pomocou vztahu F_,, = (—=1)""1E, mdézeme rozsirit definiciu Fibonacciho postupnosti aj pre za-
porné celé Cisla [11]. Tym dostaneme nasledovné ¢leny

..,13,-8,5,-3,2,-1,1,0,1,1,2,3,5,8,13,...

Rekurentny vztah F, ., = F,,;1 + E, pre n € N je pritom zachovany. Tymto mozeme vyjadrit Fi-
bonacciho &isla pomocou ¢iselnych hodn6t prislusnych riadkov Pascalovho trojuholnika pre kazdé

n € N.

Vyjadrenie F,, pre n € [n,n + 7] st v Tab. 1 (pozri tiez [12]).

E, =
Friq
Fosz
Fris
Fria
Fis
Fnie

Fn+7

1.

R R R R R R R

E,

CE+
B+
B+
B+
B+
B+
B+

N o u ph W N R

Frg

i+ 1.F,_,
Fp_1+ 3.F,_,
1+ 6.F,_,

+ 1.F,_;
+ 4. F, 3+

Fp_q+ 10.F,_,+ 10.F, s+
Fp_q+ 15.F,_,+ 20.F, s+
Fp_q+ 21.Fy_,+ 35.F, s+

1.F,_,

5.F, 4+ 1.F,_5

15.F, 4+ 6.F, s+ 1. F, ¢

35.F, 4+ 21.F, + 7.F,_¢+ 1.F,_,

Tab. 1: Vyjadrenie F,, pomocou Pascalovho trojuholnika.

Nech n = 6, potom mame nasledovné hodnoty:

R R R R R R R R R

0 N O U1 A W N =

. Fs

Fs+ 1.F,
Fs+ 3.F, +
.Fs+ 6.F, +
.Fs+ 10.F, +
.Fs+ 15.F, +
Fs+ 21.F, +
.Fs+ 28.F, +

1. F;
4. Fi+ 1.F
10. F;+ 5. F,+

20. F;+ 15. Fy+
35. F;+  35.Fy+
56. Fy+ 70. F,+

1.F, =89
6. F;+ 1.F, =144
21.Fj+ 7.F,+ 1.F, =233
56. F,+ 18.F,+ 8. F_;+ 1F_, =377

Tab. 2: Vlyjadrenie Fy, .. F;4 pomocou Pascalovho trojuholnika.

Fibonacciho cisla vo vrstvach vekov

V nasledujucej tabulke je uvedeny stru¢ny historicky prehlad najvyznamnejsich vysledkov tyka-
jucich sa suvislosti Fibonacciho Cisel a Pascalovho trojuholnika, ako aj ich suvislosti s mnohymi
inymi matematickymi objektmi a pojmami.

Tabulka je zostavena chronologicky [pozri tiez 13].
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Datum Udalost (jav, objav, suvislost) Zdroj(e)
300 pr.n.l. A.Pingala-Pingala sutras, maatrameru, meru-prastaara [4], [5]
200 pr.n. . Indicki matematici pouzivali Pascalov trojuholnik iba v [19, (s. 27]

Ulohach kombinatoriky.

1100 Tia Sien sa v diele Vysvetlenie tabuliek retazovej metédy odmoc- [2, (s. 234]
fiovania zaobera vypoctom stvrtych odmocnin pouzitim dneSnych [19, (s. 27]
binomickych &isel (Z) len do n=6.

1202 Prvé vydanie knihy Liber abaci. [13, (s.17)]
[14, (s. 100)]
1228 Prepracované vydanie knihy Liber abaci-Uloha o kralikoch, prvy- [13, (s.17, 31)]
krat sa objavuju Fibonacciho ¢isla.
1303 Cu S-tie (1260-1320) v Jaspisovom zrkadle $tyroch prvkov uvadza [2, (s. 235]
trojuholnikovu tabulku binomickych éisel (7) az po n=8. [19, (s. 27]
1427 Al-Kasi (okolo 1370-1429)-dielo Kltuc aritmetiky obsahuje tabulku [2, (s. 278]
binomickych koeficientov aZ po deviatu mocninu. [19, (s. 287]
1527 Petrus Apianus (1495-1522) — prvy zaznam Pascalovho trojuhol- [2, (s. 461]
nika v Eurdpe. [19, (s. 28]
1544 Michael Stifel (1487-1567)-publikoval ¢ast Pascalovho trojuhol- [2, (s. 461]
nika. [19, (s. 28]
1556 N. Fontana Tartaglia (1500-1577)-vydal Sest riadkov Pascalovho [2, (s. 461]

trojuholnika.

1665 B. Pascal (1623-1662)-rozvoj binomickych koeficientov alebo [2, (s. 461)]
Pascalov trojuholnik publikované v diele Pojednanie o aritmetic-
kom trojuholniku (Traité du triangle aritmétique).

1680 Giovani D. Cassini-objavil identitu: F,,_,F,..; — E? = [13, (s.171)]
(-D™, pren=1.
1753 Skétsky matematik R. Simson (1687-4768) dokazal rovnost: [13, (s.114, 149)]
® = lim 2 5 vztah: C, = s ,pren = 1.
noow Fn Fn
n_(ep\"
1765 Leonhard Euler publikoval formulu: F, = %. [13, (5.116)]
1843 Francuzsky matematik Jacques P. M. Binet znovu objavil formulu: [1, (s.201)]
n_(a\" n_(g\"
F, = o =(® ,) i ) . Dnes oznacujeme Binetov vzorec. [13, (5.116)]
- V5
1876 Edouard Lucas prvykrat uverejnil identitu: Y1, F; = F; + F, + [13, (s.168, 170)]
Fs++F=F.,,—1 a "FE=F?+F}+F+-+
E? = FyFpyr
2. pol. 19. stor. E. Lucas prvykrat nazval postupnost F,,, = F,., + F,, pren € [13, (s.17, 92)]

N,pricom F; =1 aF, = 1, postupnostou Fibonacciho ¢isel.

zac. 20. stor. Americky matematik Mark Barr (1871-1950) zaviedol oznacenie: [13, (s.113)]

P = 1+2_¢§ (= 1,6180339887498948482 ...).

1964 John H. E. Cohn-dokazané, Ze jedind Fibonacciho ¢isla tvaru F,, = [13, (s.126)]
x2,(neN)su F, =F,=1,F,=144; a jedind Fibonacciho
gisla tvaru E, =2x2,(n€N) su F;,=2(x=1)aF,=8,(x =
2).

1976 Haruo Hosoya-zostavil trojuholnikové Ciselné pole, tzv. Hosoyov [15, (s. 187-195)]
trojuholnik: H(m, k) = Fyy1Fpm—k+1-

2007 R. J. MciIntosh a E. L. Roettiger-posledné vysledky tykajuce sa na- [13, (s.224)]
jdenia Fibonacciho-Wieferichova prvocisla.
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2018 Bernhard A. Moser-nova vizualizacia Fibonacciho Cisel. [9], [10]

Tab. 3: Chronologicky prehlad vyvoja poznatkov o Fibonacciho postupnosti.

Hosoyov trojuholnik

V roku 1976, Haruo Hosoya z Ochanomizuskej Univerzity v Tokiu zostavil trojuholnikové Ciselné
pole (Obr. 5), podobné Pascalovmu trojuholniku. Nazyvame ho Hosoyov trojuholnik.

Usporiadanie Cisel je sumerné podla priamky p prechddzajucej vrcholom. Dve okrajové diagonaly,
severovychodna a juhovychodna, pozostavaju z Fibonacciho Cisel. Kazdé vnutorné Cislo je suctom
dvoch predchadzajlcich Cisel na jeho uhlopriecke, napr.: 6=2+4=3+3.

Ak H(m, k) je Hosoyov koeficient pre riadokm = 0,1,2,3,...astipeck = 0,1, 2, ..., potom

m=0 k=0 H(0,0)
1
m=1 k=01 H(1,0) H(1,1)
1 1
m=2  k=0,1,2 H(2,0) H(2,1) H(2,2)
2 1 2
m=3  k=0,1,2,3 H(3,0) H(3,1) H(3,2) H(3,3)
3 2 W 2 / 3
m=4 k=0, ...,.4 H(4,0) H(4,1) H(4,2) H(4,3) H(4,4)
5 3 4\ / 3 5
m=5  k=0,....,5 H(5,0) H(5,1) H(5,2) H(5,3 H(5,4) H(5,5)
8 5 6 8 5 8

m=6  k=0,....6 H(6,0) H(6,1) H(6,2) H(6,3) H(6,4) H(6,5) H(6,6)

13 8 10 9 10 8 13

Obr. 5: Hosoyov trojuholnik. Zdroj: [15].

Na zaciatku generovania Hosoyovho trojuholnika su definované Styri zaciato¢né podmienky:
H(0,0) = H(1,0) = H(1,1) = H(2,1) = 1. Kazdy prvok H(m, k) ¢iselného pola mdzeme rekur-
zivne definovat nasledovne:

Hmk) =H(m—-1, k) + Him — 2,k)
=Hm-1,k—1)+H(m—2, k—2), kdlem>k>0m=>=>2,mk €N.
KedZe plati: H(m,0) =H(m—1,0) + H(m — 2,0),
H(O0,00=1=F, H1,0)=1=F,, H(2,00=2=F;, H(3,0)=3=F,, ..

z toho vyplyva vztah medzi H(m, k) a Fibonacciho ¢islami: H(m, 0) = F,,,.

Podobne dostaneme nasledujlce vztahy: H(m,m) = H(m,0) = F,,,4,
Hm,m—1)=H(m,1) = EF,.

UvaZujme uz uvedenu rovnost: H(m, k) = H(m — 1, k) + H(m — 2, k), ktoru rekurzivne
upravime:

H(m,k) =H(m-—1, k)+ Him — 2,k) =
=[Hm—-2,k)+ Him —3,k)]+ Him — 2,k) =
=2H(m—-2,k)+ Hm—3,k) =
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=2[Hm-=3,k)+Hm—-4,k)]+ Him—-3,k) =
=3H(m—-3,k)+2H(m —4,k)

Pokraovanim ziskame nasledovny vztah medzi H(m, k) a Fibonacciho islami:

H(m,k) = Fj,{H(m — j, k) + F;H(m — j — 1, k), kdel1<j<m-k-1
Oznacme vztahom j = m — k — 1, ktory dosadime do posledného vyrazu, potom dostaneme:
Hm,k) =F,_, Hk+1,k) + F__1 H(k, k) =
= Fnk Fre1 + Fn—k—1 Fr41 =
= Fyp1 (Fnek + Fek1) =
= Frs1 Fin—gv1

teda kazdé cislo H(m, k) sa rovna sucinu dvoch Fibonacciho &isel, kedZe plati aj
H(m, k) = H(m,m — k), ¢o je désledok simernosti Hosoyovho trojuholnik je

H(m k) =H(m m —k) = Fyq Fpppy1-
Napriklad:
e H(6,2)=10=2.5 =F;F;
e H(9,6)=39=3.13=F,F,
e H(15,4) = 720 =5.144 = F; F;,
Softvér Mathematica nam umozriuje vypocitat hodnoty H(m, k) s vy$simi indexmi:
o H(25,4)=88555=5.17711=F; F,,
e H(30,12) =974 173 = 233.4 181 = F,5 Fy,.

Poloimem = 2r,k =1, potom H(2r,7) = Fryq Fayp_yi1 = Fry1Fryn = F2 4.
Cisla H(2r,7) sa nachadzaju pozdi? osi simernosti a rovnaju sa druhym mocnindm Fibonacciho
Cisel.
Napriklad:

e H(2,1)=1=F?

o H(4,2)=4=F?

e H(6,3)=9=F?

e H(8,4) =25=F?

e H(10,5) = 64 = F?

e H(30,15) = 974169 = F%
Vypis Ciselnych hodn6t Hosoyovho trojuholnika pre riadok s indexom m = 15:
Column[Table[H[m, k],{m,30, 30},{k, 0, m}], Center]

{1346269, 832040, 1028458, 953433, 982090, 971144, 975325,973728,974338,974105, 974194,
974160, 974173, 974168, 974170, 974169, 974170, 974168, 974173, 974160, 974194, 974105,
974338,973728,975325, 971144, 982090, 953433, 1028458, 832040, 1346269}
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Magicky kosoStvorec

Generovanie Hosoyovho trojuholnika zacina Styrmi zaciato¢nymi podmienkami, kde kazdé cislo
mobZeme povazovat za vrchol kososStvorca s jednotkovou stranou.

V skutocnosti je mozné tuto Uvahu zovseobecnit, teda poufZit pre ktorykolvek kosostvorec s naj-
bliz§imi vrcholmi, napr.:

HG,k),Hi—1,k—1),HG{—2k—1),H(G —1,k).

UvaZzujme (tzv. magicky) kosostvorec (Obr. 6) s vrcholmi ABCD.
Ak polozime i =6,k = 3,potom A=H(4,2) =4, B=H(5,2)=6, C=H(53)=6, D=
H(6,3) = 0.

K

F
Obr. 6: Magicky kosostvorec 1. Zdroj: [15].
Potom dostaneme:
e F=A+B+C+D=25=H(8,4)=H({+2k+1)
¢ K=A+D-B—-C=1=H2,1)=H({—-4k—-2)
e E=C+D—-A—-B=5=HG,1)=H{I-1,k—-2)
e (G=B+D—-A-C=5=HG,4)=H0-1k+1)

Vo vseobecnosti platia nasledovné vzorce:
Hm+2,k+1)=Hmk)+Hm-1,k)+Hm—-1,k—1)+Hm—-2,k—1)
Hm-4k—-2)=Hm-2,k—1)+H(m,k) —Hm—-1,k—1)—-H(m—1,k)
Hm-1,k-2)=Hmk)+Hm—-1,k)—Hm—-1,k—1)—H(m-2,k—1)
Hm-1,k+1)=Hm-1,k—-1)+H(mk)—-Hm—-2,k—1)—-H(m—1,k)

Zaoberajme sa teraz suc¢inom hodndét A a D, B a C vo vrcholoch (magického) kosostvorca (Obr.
7) ABCD,kde A=H(7,4) =15, D =H(9,5) =40,B = H(8,4) = 25,C = H(8,5) = 24.
Vypis Ciselnych hodnét Hosoyovho trojuholnika pre riadok s indexom m=7, 8, a 9.
Column[Table[H[m, k],{m, 7, 9},{k, O, m}], Center]
{{{21,13,16,15,15,16,13,21}},

{{34,21,26,24,25,24,26,21,34}},
{{55,34,42,39,40,40,39,42,34,55}}}
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D

Obr. 7: Magicky kosostvorec 2. Zdroj: [15].

Je zrejmé, Ze
15.40 = 25.24,

teda suciny hodno6t v protilahlych vrcholoch kosostvorca ABCD sa navzajom rovnaju. Tento po-
znatok méZeme vyjadrit vseobecnym vztahom,

H(m,k). Him—-2,k—1)=H(m—-1,k—1).H(m — 1,k)
alebo v tvare:
Hm,k)Him — 2,k — 1) _q
Hm—-1,k—1)H(m—1,k)

Posledny vztah je moiné rozsirit pre hodnoty vo vrcholoch [ubovolného
rovnobeznika.

Napriklad, nech skupina (pole) rovnobeznikov (Obr. 8) je ohranic¢ena nasledovnymivrcholmi A =
H(4,2) =4, D=H(9,4) =40, B=H(7,2) =16,C = H(6,4) = 10.

4
Potom plati:
40.4 = 16.10
25.6 =15.10 6 6
24.6= 16.9
15.4= 10.6
10 10
16 ‘ 10
24 25

40
Obr. 8: Magicky kosostvorec 3. Zdroj: [15].
Ostatné suciny mozu byt overené podobne.

Skupiny trojuholnikov

V dalej Casti sa sustredime na skupinu (pole) trojuholnikov, usporiadanych s dvoma vrcholmi
v jednom rade a tretim vrcholom smerujucim nadol (Obr. 9).
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13 8 10

+
1
+
1
+

21 13 16 15 16

Obr.: 9: Skupina trojuholnikov 1. Zdroj: [15].
Sucet hodno6t vo vrcholoch v kazdom trojuholniku sa rovnda 34. VSeobecne ozna¢me (Obr. 10):

Hm—-1,k—-1) H(m—1,k)

+ +

H(m, k)
Obr.: 10. Zdroj: [15].

potom plati: H(m, k) + Him — 1,k — 1) + H(m — 1, k) je konstanta pre kazdé m.

Hladajme jej hodnotu, vyjadrenu ako Fibonacciho &islo (Obr. 11). Je zrejmé, Ze plati:
Hm—-1,-1) H(m —1,0)

+ +

= H(m,0) + Him —1,0) + Him — 1,—1) =

Fny1+ Fp = Fnyo

H(m,0)
Obr.: 11. Zdroj: [15].

Konstanta pre danu skupinu trojuholnikov je teda dana vztahom:
Hmk)+Him—1,k—1)+ H(m —1,k) = Fp,45.

Overenie ziskanych vysledkov: (13 + 8 + 13), (8 + 13 + 16), (10 + 9 + 15),...= 34,
kde m = 7,a Fy = 34, ¢o bolo konStatované.

Teraz zmenime usporiadanie vrcholov v skupine (v poli) trojuholnikov a to s dvoma vrcholmi v jed-
nom rade a tretim vrcholom smerujucim nahor (Obr. 12).

8 10

+ + + + + +
13 16 16 15 15 15 15 16

Obr.: 12: Skupina trojuholnikov 2. Zdroj: [15].
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Nech: A = H(7,2) =16, B=H(7,3) =15, C = H(6,2) = 10,potom A+ B — C = 21,
m:7, a 21:F8:Fm+1-

Vseobecne oznaéme (Obr. 13):
Hm—-1k—1)

Hmk—1) H(m, k)

Obr.: 13. Zdroj: [15].
potom konstantu pre danu skupinu trojuholnikov mézeme vyjadrit:
Hmk)+ Hmk—1)—H(m—1,k—1) = Fpy1.

Hosoyov trojuholnik ndm ponuka skimat dalsie rozne vztahy medzi jeho prvkami. Pre ilustraciu
uvedme aspon niektoré [15].

Uloha. Dokdzte, 7e plati:
H(m,k) + Him — 6,k —3) = 2 F,,_;, Him,k) —H(m — 4,k — 2) = E,,.

Diagonalne sucty Hosoyovho trojuholnika

Na zaklade vztahu H(m,k) = Fy,; F,_x+1 Upravime Hosoyov trojuholnik do nasledovného tvaru:

FiFy
H>
F,F, F,F,
1 Hy
F\Fs F,F, F,F,
1 He
F,F, FyF; FyF, F,F,
3 2
F,Fs F,F, FyF; F,F, FoF,
3 3 5
F,F, F,Fq EF, F,Fy FoF, FoF,
8 6 6 5 8
F,F, F,F, FyFy F,F, FsFs FoF, F,F,
8 10 9 10 8 13

Obr. 14: Hosoyov trojuholnik-tvar sucinov Fy.yq Fi_r+1 - Vlastny obrdzok.

Uvazujme nasledovné diagonalne sucty:
B prepdarnyindex: Ho=1= FF,

H4=3+1=F1F4+F2F2=4‘
H6=8+3+2:F1F6+F2F4+F3F2:13
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H8=21+8+6+3:F1F8+F2F6+F3F4+F4F2:38

Vo vseobecnosti méZzeme napisat: Ho=F, F,, + F,F,,_, + F3F,_, + F,F,_¢ + -+ + FnF,
2

pre neparny index: 1.=1 = F; F;
=24+1=F,F;+FF =3
=5+4+2+4+2=FF+EF;+FF =9
=134+5+4+3=FF, +FFs+ F;F; + F,F, =25

Vo vseobecnosti méZzeme napisat:

Uvedené vseobecné vztahy napiseme podla [16] v tvare:

ln+1
2

anFan + Fan_z + F3Fn_4_ + F4Fn—6 + -+ Fln_HJFn_Zln__l] = Zp=1 FpFn—Z(p—l) .
2 2

Vypis hodnot prvych 50 -tich diagonalnych suctov pomocou softvéru Mathematica:
H[n_]: = Sum[Fibonacci[p]Fibonacci[n — 2(p — 1)],{p, 1, Floor[nTﬂ],l}].

Table[H[n],{n,1,50}]

{1,1,3,4,9, 13, 25, 38, 68, 106, 182, 288, 483, 771, 1275, 2046, 3355, 5401, 8811, 14212, 23112,
37324, 60580, 97904, 158717, 256621, 415715, 672336, 1088661, 1760997, 2850645, 4611642,
7463884, 12075526, 19541994, 31617520, 51163695, 82781215, 133951675, 216732890,
350695511, 567428401, 918141623, 1485570024, 2403740304, 3889310328, 6293097000,
10182407328, 16475579353, 26657986681}.

Grafické zobrazenie hodnot prvych 20 -tich diagonalnych stictov pomocou softvéru Mathematica
(Obr. 15).

S = Table[H[n],{n, 1, 20}],
{1,1,3,4,9,13,25,38,68,106,182,288,483,771,1275,2046,3355,5401,8811,14212}
gS=ListPlot[S, PlotStyle->PointSize[0.02], PlotRange->{{0, 21}, {-500, 14500}},Axes->True,AxesOri-
gin->Automatic, AxesLabel->{"n","H[n]"}].

2000 )

o

Lo o ooe00ooee0eee® o
5 10 15 20

Obr. 15: Diagondine sucty: H[n], {n, 1,20}]. Vlastny obrdzok.
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Z uvedenych vypisov hodndét diagonalnych suctov je zrejmé, Ze hodnoty znacne rastu.
Pre zjemnenie vizualizacie znazornime prvych 8 diagonalnych suctov (Obr. 16):

S = Table[H[n],{n, 1,8}], {1,1,3,4,9,13,25,38},
gS = ListPlot[S, PlotStyle — PointSize[0.02], PlotRange — {{0, 8.5}, {0, 39}}, Axes —
True, AxesOrigin — Automatic, AxesLabel — {"n","H [n]"}]

H[n]
35+
30+
25¢ [
20+
15+

10

Obr. 16: Diagondlne sucty: H[n], {n, 1,8}]. Vlastny obrdzok.

Generujuce funkcie, ako matematicky nastroj mozno pouzit, ak chceme urcit ¢leny postupnosti
(konecnej, alebo nekonecnej), ktoré suvisia s rieSenim nejakej ulohy. Vychadzajuc z tejto vseo-
becnej myslienky a pouZitim danych vztahov a postupu v [16], dostaneme vzorec pre ¢leny po-
stupnosti Hy:

1
Hn =3 (P = Pop )

Napriklad:
Hg = 2 Fiq 1 ZBJ_EJ —9 Fiq F;) = 2 89 3) =38

Riadkové sucty Hosoyovho trojuholnika

Tvorivy aspekt matematiky mozno spoznat aj pri hfadani vztahov pre riadkové sucty Hosoyovho
trojuholnika. Oznaéme {1, };—, postupnost riadkovych suctov, t, j.:

1,2,5,10, 20,38,71,130, 235, 420, .....,

Kde na obr. 17 je znazornenych prvych Sest riadkov. Zapis (zfava do prava) v r-tom riadku sa
rovna:
FiE+FF_ + FBF_y+ -+ F F + BEFy = Yoy Fie Fr_ggr

Zo [16], [17] vieme, Ze r-ty sucet je dany vztahom:
- 1
Fp Frg1 = g(rFr+1 +2(r+ 1) F).
k=1
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Napriklad: nech r=5, potom dostaneme:

5

ZFRFS—k+1:F1F5+F2F4+F3F3+F4F2+F5F1 =15+13+22+31+51=5+34+4+3+5

k=1

2 Fraa+ 200+ DE) =25 Fs +2(5+ 1) F) =£(5.8 +12.5) = (40 + 60) = 20.

F,F
rn = 1 11
1
FiF. F,F,
r, =2 1F2 2k
1 1
F,F. F,F, F3F,
=5 163 21 3
2 1 2
" 10 R, RoF; RF, FFy
3 2 2 3
20 FiFs FoF, Fof RF, FoF
5 3 4 3 5
vooss  FiFs F,Fq F,F, F,F; FsF, FF,
8 5 6 6 5 8

Obr. 17: Hosoyov trojuholnik-riadkové sucty. (Vlastny obrdzok).

Softvér Mathematica pouzijeme jednak pre vypis hodnot riadku s vy$Sim indexom, aj na overe-
nie suc¢tu daného riadka, napr.: r= 30, (m=29),

Column[Table[H[m,k],{m,29,29},{k,0,m}],Center]

{{{832040, 514229, 635622, 589254, 606965, 600200, 602784, 601797, 602174, 602030, 602085,
602064, 602072, 602069, 602070, 602070, 602069, 602072, 602064, 602085, 602030, 602174,
601797, 602784, 600200, 606965, 589254, 635622, 514229, 832040}}},

3% FieF_iesosn = 18394910 = 2 (2(30 + 1)F3g + 30F50,4),

pre r=1000, ziskame nasledovnu hodnotu suctu:

1000

1
z FrFio00-k+1 = 5(2(1000 + 1)Fy000 + 1000F;9g0+41) =
k=1

31470083240134320721216737456522976525383144038427407421674
6653448813442129861870928661633868802561164836374961177143811
8163123237823529000773865553253059919374935627273453532245649
7561421290626022233871111941750

Zaver

Clanok poskytuje $tudentom matematiky (aj u¢itelom z praxe) indpirativny a putavy text z velmi
rozsiahlej problematiky, akou je Pascalov trojuholnik a jeho suvislosti a vztahy medzi réznymi
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matematickymi objektami: Fibonacciho postupnost, Fibonacciho &isla, Hosoyov trojuholnik. Slo-
vensky matematik Stefan Znam sa v praci [18] vyjadril takto ,,Fibonacciho ¢isla su Easto ,,Sedou
eminenciou”v pozadi rieSenia praktickych problémov”.
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