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Abstract

In this article we deal with some numerical sequences in Pascal’s triangle and also in its modification called har-
monic triangle. Both objects are interconnected by different properties and relationships, from which we focus
on infinite number series on diagonals.
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Uvod
Pascalov trojuholnik sa v matematike preslavil vdaka svojej symetrii a roznymi vztahmi medzi
kombinacnymi cislami. MnoZstvo prepojeni Pascalovho trojuholnika s viacerymi discipli-

nami matematiky z neho urobilo zaujimavy matematicky objekt. Cielom tohto ¢lanku je pou-
kazat na niektoré vlastnosti, vztahy a skryté , tajomstva“.

Trochu z histdrie

Samotny Blaise Pascal (1623-1662) v roku 1653 poznamenal, Ze by pravdepodobne nevedel
opisat v jednej praci vSetky jeho vlastnosti. [1] Poznamenavame, Ze Blaise Pascal tento troju-
holnik neobjavil. Uvedeny trojuholnik bol zndmy uz ¢inskym uc¢encom v 13. storoci n. I. Hoci
tabulku binomickych koeficientov poznali uz indicki matematici okolo 2. storocia pred n. |,
v skutocnosti ho asi ako prvy zostavil ¢insky matematik Jia Xian v 11. storoci a okolo roku 1100
aj perzsky matematik a basnik Omar Chajjam. V Eurdpe poufZil variaciu Pascalovho trojuhol-
nika prvykrat Petrus Apianus v roku 1527, ucitel Karola IV., a binomicku vetu pravdepodobne
ako prvy uviedol nemecky mnich, reformator a matematik Michael Stifel (1486-1597). [2]

Blaise Pascal dokoncil odvodenie binomickej vety s pouZzitim ¢iselného trojuholnika az ako 30-
rocny. Vtedy uz mal na konte niekolko objavov o vakuu a jednou z jeho najznamejsich prac je
Traité du triangle arithmétique (Pojednanie o aritmetickom trojuholniku), ktoré vyslo v roku

1654. Obsahuje jednoduchy spdsob, ako vycislit kombinacéné Cislo (77:1) VyuZzitim vztahu
ny m-—1 n—1
(m) = ("0 )+ (2 )
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kden,m,n = m + 1 su prirodzené Cisla, je mozné kombinacné Cisla usporiadat do trojuholni-
kovej schémy, ktoru dnes pozname pod ndzvom Pascalov trojuholnik.

1 9 36 84 | 126 | 126 | 84 | 36 9 1
1 10 | 45 120 210 252 210 120 45 10 1
1 11 55 | 165 330 462 462 330 | 165 55 11 1
1 12 66 220 495 792 924 792 495 220 66 12 1
1 13 78 286 715 1287 1716 1716 1287 715 286 78 13 1
1 14 91 364 1001 2002 3003 3432 3003 2002 1001 364 91 14 1
1 15 105 455 1365 3003 5005 6435 6435 5005 3003 1365 455 105 15 1
1 16 120 560 1820 4368 8008 11440 12870 11440 8008 4368 1820 560 120 16 1

Obr. 1: Pascalov trojuholnik. Zdroj: [3]

Zostavenie Pascalovho trojuholnika je velmi jednoduché.

Jednotlivé polia trojuholnika sa vyplnia podla pravidla, kde kazdé Cislo je su¢tom dvoch poli¢ok
nad danym cislom.

Zacina sa tak, Ze do prvého riadka napiSeme cislo 1. Druhy riadok sa sklada z dvoch poli, v
ktorych st opat len jednotky. Treti riadok ma tri policka, pricom konéi a zac¢ina jednotkou (tak
konc¢i a zacina kazdy riadok) a prostredné policko bude doplnené o Cislo 2, ktoré je su¢tom
poli¢ok nad nim.

Podobne postupujeme v dalsSich riadkoch; za¢iname a konc¢ime riadok cislami 1, ostatné po-
licka su su¢tom dvoch poli¢ok nad nim, ako sme uz spomenuli.

Niektoré vlastnosti Pascalovho trojuholnika

Pascalov trojuholnik ma cely rad zaujimavych vlastnosti. Niektoré z nich si uvedieme bez do-

kazov.

1. KaZdy vodorovny riadok zacina a konc¢i ¢islom 1: (:)l) = (Z) =1.

2. Zacinajuc druhym vodorovnym riadkom medzi dvoma cislami leZi v nasledujucom

riadku ich sucet: (n;l 1) + (;:l__ 11) = (:1)

3. Pascalov trojuholnik je simerny podla zvislej priamky p prechadzajucej jeho ,,vrcho-

om’s (31) = (o = )

4. Sucet kombinacnych ¢isel (n + 1) —vého vodorovného riadku sa rovna 2"

(0)+ (1) + () +-+()=2"
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5. Ak s¢itame v Pascalovom trojuholniku vsetky Cisla, ktoré lezia v tom istom Sikmom

riadku az do n-tého vodorovného riadku vratane, dostaneme ako sucet Cislo, ktoré lezi
v (n + 1)-vom vodorovnom riadku najblizSie napravo od posledného scitanca.

Napriklad, ak zvolime (m + 1)-vy 3ikmy riadok, v ktorom sa nachadzaja &isla (),

(mwtl), (mr;:z), (m;f),..., (mr;:p),... potom pre ich sudet platl’Z;(n;,ﬁ(T’r‘l) = (mT:ﬂl .

Toto ¢&islo leZi $ikmo vpravo najblizie pod poslednym s&itancom (mrzp).

Sucet druhych mocnin kombinaénych ¢isel (n + 1) —vého vodorovného riadku

. , . sy ” 2n
Pascalovho trojuholnika sa rovna kombinacnému Cislu ( n )

Pripomernime si, Ze grécka matematika bola geometricka. Gréci si Cisla, ktorym dnes hovorime
prirodzené, predstavovali obvykle prostrednictvom nejakych pomocnych javov. Napriklad
kopku kamienkov zoskupovali do geometrickych Utvarov pripominajucich trojuholnik , Stvorec

alebo patuholnik. Dnes sa tato interpretacia Cisla nazyva figuralne Cislo. [4]

V Pascalovom trojuholniku sa objavuju figurdlne Cisla asi takto:

na prvej diagondle su jednotky,

na druhej diagondle su zhora nadol usporiadané vzostupne prirodzené Cisla,

na tretej diagonale su tzv. trojuholnikové ¢isla: 1, 3, 6, 10, ..., (ich geometrické uspo-
riadanie do , kamienkovych trojuholnikov” je na obr. 2),

na Stvrtej diagondle najdeme tetrahedralne ¢isla: 1, 4, 10, 20, 35, ...,

na piatej diagonale su pentachorénne Cisla: 1, 5, 15, 35, ...., atd’.

+— Jednotky
<4+— Prirodzene cisla

. «—— Trojubolnikove cisla

LA K J : il

® @
. e g
S, tn. T, ueeel L& 4
L B BN ] ® ® o0 * o ® o0 ® o 0o 00 0 -105 1

Obr. 2: Figurdlne Cisla. Zdroj: [5]

Ciselné postupnosti v Pascalovom trojuholniku

V dalsej ¢asti ¢lanku sa zameriame na hladanie zaujimavych trojic Cisel, resp. koneénych po-
stupnosti v prislusnych riadkoch Pascalovho trojuholnika.
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Aritmetické triplety

Hladajme v Pascalovom trojuholniku také trojice kombinaénych ¢isel iducich v jednom riadku
za sebou, ktorych stredny clen je aritmetickym (resp. geometrickym, harmonickym) prieme-
rom svojich susednych ¢lenov.

Budeme hovorit o troj¢lennych aritmetickych (resp. geometrickych, ¢i harmonickych) postup-
nostiach), skratene o aritmetickych tripletoch (resp. geometrickych, ¢i harmonickych triple-
toch).

Ak sa detailnejSie pozrieme na 6smy riadok (n =7)
1I ZI AI 3_51 3_51 AI ZI 1[

zistime, Ze je zaujimavy tym, Ze Cisla 7, 21, 35 tvoria konecnu rastucu trojclennu aritmeticku
postupnost, pricom ¢isla 35, 21, 7 v druhej ¢asti riadku predstavuju klesajlci aritmeticky trip-
let.

Prirodzene sa vynara niekolko otazok. Existuju dalsie riadky obsahujuce trojélenné aritmetické
postupnosti? Ak ano, tak kolko ich existuje? Ako zistime ich ¢leny? Existuju viacélenné aritme-
tické postupnosti? PoklUsme sa dat odpovede na tieto otazky.

Predpokladajme, Ze existuju také n,ke N, zZe trojica Cisel

(e Z1)- (o) ()

tvori aritmeticky triplet. To znamena, Ze hladame také prirodzené &islan, k (pre 1 < k <

n — 1), Ze plati
2(e) = (e 2 0) * (e + 1)

Vyuzitim znamej definicie kombinacného Cisla dostaneme rovnice

n! n! n!
= =Dkt D TG+ D k=D

) nn—-1DMn-2)...n—k+1) B

k!
_n(n—l)(n—Z)...(n—k+2) nn—1)n-2)...(n—k)

k=1 + k+ 1)

(et Dk (kD! kDMK 4 ctaneme po Uprave

Po vynasobeni poslednej rovnice vyrazom (D (=2 (k)

kvadratickd rovnicu s nezndmou k a parametrom n:
4k?> —4kn+n®*—-n—-2=0 (D
Substiticiou t?=n+2, t€N dostaneme

t2—t-2
ky = — k, =
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pret € N, t = 3. Odvodime

_ 4n+,/16n2-16(n2-—n-2) _ nEvn+2
ki, = . ==

Zaver: Podla [6] rieSenim danej rovnice je parametricky systém usporiadanych dvojic
2 t?—t-2 2 t2+t-2
(n,ky) = (t ~2, ) (n, ky) = (t ~2 ) kde t €N, t > 3. (2)

2 2

Tymto je zrejme dokdzané, ze pre kazdé prirodzené Cislo ¢ >3, kazda dvojica Cisel n, k
spifiajica predchadzajice vztahy (2), je rieenim rovnice (1).

Dalej mézeme tvrdit, e v Pascalovom trojuholniku existuje nekonecne vela riadkov
obsahujucich trojélenné aritmetické postupnosti z Cisel iducich po sebe.

Kazdy takyto riadok obsahuje dve aritmetické postupnosti, Co je bezprostredny doésle-
dok sumernosti Pascalovho trojuholnika.

Obidve aritmetické postupnosti obsahuju totiz tie isté Cisla, prva pre k=k, je rastuca,
druhd pre k=k, je klesajuca.
Lahko vypocitame, Ze

e ak ¢=3,potomdostaneme n=7 a k; =2, k, =5.
e Ak t =4, potom dostaneme n=14, k =5, k, =9. Toto zodpoveda 15. riadku Pasca-

lovho trojuholnika.

Kvoli lepSej nazornosti, urychleniu vypoctu a na overenie vysledkov pouZijeme softvér Mathe-
matica. Pouzijeme prikaz

Column[Table[Binomial[n, k], {n, 14,14}, {k, 0, n}], Center],
ktory generuje vysledok
{1,14,91,364,1001,2002,3003,3432,3003,2002,1001, 364,91, 14,1}
Nasledovny tabulkovy vypis (Tab. 1) obsahuje hodnoty

n, k k,pre3<t<15t€N.

Ziskame ho jednoduchym prikazom:
1 1
TableForm[Table[{t, t* — 2,2 (t? —t— 2),E(t2 +t—2)}{t,3,15}],

TableAlignments — Right, TableHeadings — {None, {"t","n", k;, k,}}]
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t n k1 k2
3 7 2 5
4 14 5 9
5 23 9 14
6 34 14 20
7 47 20 27
8 62 27 35
9 79 35 44
10 98 44 54
11 119 54 65
12 142 65 77
13 167 77 90
14 194 90 104
15 223 104 119

Tab. 1: Vypis niekolkych hodnét t, n, ki, ko.

Z uvedenej tabulky vyplyva:

aritmetické postupnosti sa nevyskytuju v kazdom riadku Pascalovho trojuholnika,

prvy vyskyt aritmetického tripletu je v 8. riadku Pascalovom trojuholniku pre n =7,

v kazdom riadku s aritmetickou postupnostou, vieme urcit prvé Cislo rastucej ki

a prvé Cislo klesajucej k; aritmetickej postupnosti,

pomocou vzorca [nj:n—!’ (resp. prikazom Binomial[n, m] v Mathema-
m m!(n—m)!

tice) mozeme urcit prislusné cleny aritmetickej postupnosti,

softvér Mathematica ndm umoznuje zobrazit vsetky ¢leny riadka aj s pomerne vy-

sokym indexom.

Napriklad pre 48 -my riadok ¢leny rastticej aritmetickej postupnosti: k, =20

Binomial[47,19]= 6973199770790
Binomial[47,20]=9762479679106
Binomial[47,21]= 12551759587422
¢leny klesajucej aritmetickej postupnosti: k, =27
Binomial[47,26]= 12551759587422
Binomial[47,27]=9762479679106
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Binomial[47,28]= 6973199770790

Co nastane, ked hodnota t<3, te N?

e Ak t=1, potom n=-1, ¢o nevyhovuje podmienkam ulohy.

e Ak t=2,potom n=2, k, =0, k, =2. Toto zodpoveda tretiemu riadku v trojuholniku, v

ktorom su ¢isla: 1, 2, 1.

Aritmetické postupnosti vyssich radov v Pascalovom trojuholniku

Na Cisla v jednotlivych diagonalach Pascalovho trojuholnika sa méZzeme pozerat aj ako na arit-

metické postupnosti vyssich radov. [7]

Napriklad na druhej diagondle sa nachadza postupnost (a,) = (1,2,3,4,5,6,...), ktoru po-
vazujeme za aritmeticku postupnost prvého radu, ktora je znama zo stredoskolskej matema-
tiky. Najskor uvedieme definiciu aritmetickej postupnosti druhého radu.

Definicia Koneénd alebo nekoneénd postupnost (b,,) sa nazyva aritmetickd postupnost dru-
hého rddu, ak postupnost (a,.,) = (b,+1 — b,,) je aritmetickd.

Skimajme Pascalov trojuholnik po jednotlivych diagonalach.

e 2.diagonala:1,2,3,4,5,6,7,8, ..., t. . aritmeticka postupnost prvého radu, teda
(a,) =(,2,3,4,5,6,7,8, ...)

e 3.diagondla: 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36,
radu, teda (b,) = (1,3,6,10,15,21,28,36, ...), pretoze rozdiely kazdych dvoch
jej susednych ¢lenov tvoria aritmetickd postupnost prvého radu

..., t. j. aritmetickd postupnost druhého

e 4.diagonala: 1, 4,10, 20, 35, 56, 84, ..., t. . aritmeticka postupnost tretieho radu,
teda (c,) = (1,4,10,20,35,56,84,....), pretoze rozdiely kazdych dvoch jej su-
sednych ¢lenov tvoria aritmetickd postupnost druhého radu.

Aritmetickad
postupnost

Cleny postupnosti

n—ty ¢len po-
stupnosti

Sucet prvych n clenov postupnosti

nultého radu

1,1,1,1,1,1,1,1,1,...

prvého radu

1,2,3,4,56,7,8,9,...

/ /N
[ N

)+ Q)+ @)+ ("5 =)
)

+....+(711)= (”;1)

N—
+
/N
=N
N—
+
N\

druhéhoradu | 1, 3,6, 10, 15, 21, 28, ..... (n + 1) (3) + (g) n (421) I (n %2— 1) _ (n -;— 2)
2
tretiehoradu | 1, 4, 10, 20, 35, 56, 84, ... (n ; 2) (3) " (4) N (5) . (n + 2) _ (n + 3)
3 3 3 3 4
stvrtéhoradu | 1,5, 15, 35, 70, 126, .... (n + 3) (4—) n (5) n (6) I (n + 3) _ (n -;— 4)
4 4 4 4 4
piatehoradu | 1,6, 21, 56, 126, 252, .... (n :_)— 4—) (g) n (g) n (’é) +a (n 45— 4) _ (n -g 5)

k-tého radu

(n+/]:—1>

(

k
k

)+ (

k+1)+(k+2)+....

+(n+k—1)=(n+k
k k

k

Tab. 2: Niektoré vlastnosti aritmetickych postupnosti vyssich radov
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Tieto zistené vztahy, ndm umoziiuju definovat aritmetickd postupnost n-ho radu.

Definicia Nech (r), je konetna alebo nekonetna aritmeticka postupnost (n—1)— ho
rddu. Koneénd alebo nekoneénd postupnost (p,,) sa nazyva aritmetickd postupnost
n-ho rddu, ak postupnost (r,,41) = (Pns1 — Pn) je aritmetickd.

V Pascalovom trojuholniku st postupne v dal$ich $ikmych stipcoch tzv. aritmetické postup-

nosti Stvrtého, piateho, Siesteho, atd. .... rddu, ktoré sihrnne nazyvame aritmetické postup-
nosti vyssich radov.

Aritmetickd D T Suéet prvych n &lenov postupnosti
postupnost
nultého radu n _ ny _
(0)=1 (1)=n
(t. j. polyndm premennej n nultého stupna ) (t. j. polyndm premennej n prvého stupna )
prvého radu m_n n+1y_1 1,1
(1) ( ) )—zn(1+n)—2n +2n
) . ) . . (t. j. polyndm premennej n druhého stupna)
(t. j. polyndm premennej n prvého stupna )
druhého radu n+y_ L, 1 n+2y_1 1., 1,1
( ) )—2n +2n ( 3 )—6n(1+n)(2+n)—6n +2n +3n
(t. j. polyndm premennej n druhého stupnia ) (t. j. polyndm premennej n tretieho stupna)
tretieho radu 2\ 1 n+3 1
(";f )=gn(1+n)(2+n) ( : )=ﬁn(1+n)(2+n)(3+n)
1 1 1 1 11 1
_ 234,24 — 432
—6n +2n +3n 24n +4n +24n +4n
(t. j. polyndm premennej n Stvrtého stupna)
(t. j. polyndm premennej n tretieho stupna)
$tvrtého radu n+3 1 n+4 1
"2 )= TR CRRDICERDICERD! ("9 = T2t W@+ mB+m) @ +n)
1 1 11 1
=—n*+-n¥+—n?+-n _i 5 i4 l 3 i 2 1
247 4 24 4 S0t 2ttt Tttt
(t. j. polyndm premennej n piateho stupnia)
(t. j. polyndm premennej n stvrtého stupna )
iateho radu +4 1 n+5 1
P (”5 )=mn(1+n)(2+n)(3+n)(4— ( . )= L+ W2+ WG +n)4
+n) +n)(5+n)
1 1 7 5 1 1 1 17 5 137
.~ 54 ~ 4 4, " .3, % 2, = = 64 54 ~" 4, > 3, 72" 2
ST20" Tttt Tt tan 720" Tag™ T1aa™ T16™ 360"
1
(t. j. polyndm premennej n piateho stupna ) + gn
(t. j. polyndm premennej n Siesteho stupna )

Tab. 3. n-ty ¢len a sucet prvych n ¢lenov aritmetickych postupnosti vyssich radov

Matematickou indukciou m6Zzeme uvedené vysledky zovseobecnit do nasledovného tvrdenia:
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Veta. N —ty cClen aritmetickej postupnosti k —tého rddu je polyndmom premennej n stupria
k;t.j.
_ k k-1
a, = agn” + an"“ "+ ... tag_1n + a.

Sucet prvych n &lenov aritmetickej postupnosti k —tého radu je polyndmom premennej (n+1)
stupna (k + 1) s nulovym absolutnym ¢lenom, t.j.

Sp =B+ D1+ B (n+ DF+.... 4B (n+ 1),
kde ay, @1, ..., @k, Bo,B1,----Pr+1 SU vhodné koeficienty.[8]

Mnohym Ziakom bol znamy historicky pribeh K. F. Gaussa (1777-1855), ktory vr. 1786 na
hodine matematiky brilantne vypocital suet 1 + 2 + 3 + 4+ ... 4+99 + 100. Poznamenajme,
Ze znamy vztah pre sucet prvych n ¢lenov aritmetickej postupnosti (prvého radu)
a, +a,
2
je mozné odvodit s vyuZitim vyssie uvedenej skutocnosti, Ze sucet prvych n ¢lenov aritmetickej
postupnosti prvého radu je polyndm premennej n stupna druhého, t. j.:
Spn = ﬁonz + pin

Koeficienty S, f;uréime z rovnic, ktoré dostaneme dosadenimn = 1,2;

Bo+ Pi=5s1=a4

4By + 201 = s, = 2a, +d.

Sp =

RieSenim tejto sustavy rovnic dostaneme , = , teda

Sn = Bon* + Pin =

Geometrické triplety

Predpokladajme, Ze existuju také n,k e N, Ze trojica Cisel (k f 1) , (Z) , (k _Til_ 1) tvori geomet-

ricki postupnost.

() =G20) (o)

Cize

n! 2 n! n!
(k!(n—k)!) - (k-1)!(n—k+1)! (k+1)! (n—k-1)!
Po Uprave dostaneme
kin—k) =k+1) (n—k+1),
odkial dostaneme 0 = n + 1, ¢o je sporné, kedZzen € N.

V Pascalovom trojuholniku teda neexistuje riadok, ktory by obsahoval troj¢lennd geometricku
postupnost, teda geometricky triplet.



46 Acta Mathematica Nitriensia, Vol. 6, No. 1, p. 37 - 50

Harmonicky trojuholnik

Stari Gréci poznali okrem aritmetického a geometrického priemeru dvoch &isel aj priemer har-
monicky. Harmonicky priemer H(a, b) dvoch kladnych &isel a, b je definovany nasledovne:

2

H(a,b) =T

1 .
b

Q|r

Definicia. Harmonickou postupnostou nazyvame postupnost, ktorej vsetky cleny, okrem pr-
vého, su harmonickym priemerom susednych clenov.
. / ive . ’ ’ . , 11111
Najzndmejsia harmonickd postupnost je postupnost 1’5’5’1’5’3’

Clen tejto postupnosti je a,, = %

Ak od kazdého c¢lena % tejto postupnosti od¢itame jeho nasledujuci ¢len ﬁ, dostaneme po-

stupnost
{_l_1 t_1_1 1_1_1 101 1

2 2" 2 3 6 3 4 127 7 n n+1  am+d’ "
Usporiadajme ziskané hodnoty podla schémy:

1 1 1 1 1 1
2 3 4 5 6
1 1 1 1 1
2 12 20 30 42
1 1 1 1
3 12 30 60 105
1 1 1 1
4 20 60 140

Teraz oto¢me tuto schému (tabulku ¢isel) o 60° v smere hodinovych ruciciek, aby sme vytvorili
trojuholnikové pole.
Dostaneme novy trojuholnik, ktory nazyvame harmonickym trojuholnikom.

1
1
1 1
2 2
1 1 1
3 6 3
1 1 1
4 12 12 4
1 1 1
5 20 30 20 5
1 1 1 1 1 1
6 30 60 60 30 6
1 1 1 1 1 1 1

7 42 105 140 105 42 7

AN
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1 1 1 1 1 1

ey O Gy B (i (31 (1) (%)

Obr. 5: Harmonicky trojuholnik

NapiSme si eSte dalSie dva nasledujuce riadky:
1 1 - - - 1 1
(r+ 1)(:) (r+ 1)(rt1) (r+ 1)(;) (r+ 1)(;)

1 1 - 1 1 1
Gl 20 T+ G+ G+

Vyslovime hypotézu, Ze plati

1 1 . 1
m+2)(T) 7 (Y T ()

Dokazeme jej spravnost.
Postupnym upravovanim dostaneme:
1 1 1

+ =
(n+1)! (n+1)! n!
(Tl + 2) (k+1D)!(n-k)! (‘I’l + 2) k!(n+1-k)! (n + 1) k!(n—k)!

k+1+n+1—-k=n+2

n+2=n+2
Tym sme overili platnost uvedeného vztahu v harmonickom trojuholniku.

Y 1 Ay ,
Ak oznaéime Hy,(n): = — Ty potom mdzeme vztah
k-1

Hy(n) + Hgy1(n) = H(n—1)
upravit nasledovne:
1

1 1
— + 5= = prm
n(i_; n(™:h) (-1 (3

Dostali sme zakladné vzorce platné v harmonickom trojuholniku, ale aj vzorce platné me-
dzi prvkami oboch trojuholnikov.

Doposial ziskané vztahy uvedieme v nasledovnom prehlade (Tab. 4):
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Pascalov trojuholnik Harmonicky trojuholnik

Oznaéenie prvkov e, () G ..
(Vvn,k,e N, n=>k) H(n, k), H}, Hy(n), ...

(n)+( n )_(Tl-l-l)
Generovanie prvkov k k+1/ \k+1/)| H,(n)+ Hey (n) = Hy(n—1)

Tab. 3: Prehlad vzorcov medzi Pascalovym a harmonickym trojuholnikom

Existuju nejaké vztahy medzi ¢islami v diagonalach? Ako vypoditat ich sucet, ak existuje?

e Cisla na 1. diagonale harmonického trojuholnika tvoria harmonickud postupnost

11111 _(1\”
1;_;_;_;_;_; e - .
2°'3°'4°5°6 n/n=1

K nej prislusny rad sa nazyva harmonickym radom.

Ak by sme brali do Uvahy len trojice cisel za sebou iducich v harmonickom rade,
tak dostavame harmonické triplety. Je zrejmé, Ze ich existuje nekonecne vela.
Napr.:

—_ n 2 1

: Xh=Sp L T T 1T ;T 6
=1y, ITI

5 7

N -

11
5’6’

alebo iné neparne skupiny za sebou iducich Cisel:
11111111 1, —

vypocitame pomocou softvéru Mathematica prikazom

11111111 1

HarmonicMean([{Z,7,C.2.2.5.5 0 1) 5

e Cisla na 2. diagonale harmonického trojuholnika su

2’6’12°20"30" 42" 56" "
Urcime sucet ich prevratenych hodnot

I S o e M g
my — nn-1 T —1) YR
e (2) e nn-1) o nn—1)

2 n=2

RozpisSeme posledny vztah. Ak oznacime §,, = ;‘{’zzﬁ , potom po Uprave do-
staneme
s=(1-9)+G-3)* -3+ )
n 2 2 3 3 4 n—1 n+1 n—1 n
1
T n

Teda plati, Ze ¢isla na 2. diagonale harmonického trojuholnika su polovicou obrate-
nych hodnét trojuholnikovych Cisel a sicet tychto Cisel je 1.
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1 1 1 1 1 1
2+6+12+20+30+42+

1 1w 1
:E(l_l+3—1+6—1+10—1+15_1+...)=§Z_=1

e Cisla na 3. diagonale harmonického trojuholnika su
11 1 1 1

3°12°30°60°105""

Z vyssie uvedenych vztahov moéZeme predpokladat, Zze kazdé z uvedenych Cisel je
jednou tretinou obratenych tetrahedralnych ¢isel v Pascalovom trojuholniku, t, j

1,4,10,20,35,56,54, ... = (3) (4) (5) (6) (7) (k)
» 5 ) ) ) ) ) e T 3;3;3,3,3,.....3,...

Utvorme ich sucet:

-{()+(4)+(5)+(6)+(7)+ +(")+ }—- =3 (3)

1 1 1 1

§+E+%+@+ 32(") 3Zn(n 1)(n2)
1

o)

2
=nz=;n(n—1)(n—2) 2=

N |

Stadi len upravit sucet nekoneéného ciselného radu

o 1 1 1 1 1 1
n=3 n(n-1)(n-2)  3.2.1 + + + toot

432 543 654 n(n-1)(n-2)
ktory je ekvivalentny s vyrazom:

Ly . + o i i ! =
123 234 ' 345 nn+ Dn+2) W L+ D+2)

= ‘&sz [n(n D e 1)(n n 2)]

N N+1
ST N 1 DD FLT
T 2N n(n+1) 2 k(k+1) 2| =272 2) " a
n=

e Cisla na 4. diagonale harmonického trojuholnika st
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1+1+1 1+1+1+1+ B
4 20 60 140 280 504 840

1
= 1(1—1 +514+1514+35"1 + 7071 + +12671+...) =

=1<i+i+i+i+i+ +i+ >=
NG 060 0060 0
Z(”) 4Zn(n 1)(n 2)(n— 3)
6 ——l, n=>4,ne€N.

1 1
=6;n(n—1)(n—2)(n—3) -2 18 3

Analogickym postupom by sme mohli pokradovat dalej. Je zrejmé, Ze pri vypoctoch suctov
uvedenych nekonecnych ¢iselnych radov sa zvySuje obtaznost vypoctov.

Zaver

V ¢lanku sme poukazali na niektoré suvislosti medzi prvkami Pascalovho trojuholnika, ako aj
na jeho modifikaciu - harmonicky trojuholnik.

Ich zadkladné vlastnosti a vztahy, akymi su napriklad postupnosti (aritmetické, geometrické
a harmonické), si obsahom uciva v ramci stredoskolskej matematiky.

Aktivne skimanie a objavovanie matematickych vztahov méze podporit dosiahnutie kvalitnej-
Sich a trvalejsich vysledkov matematického vzdeldvania u Ziakov, pripadne podnietit zaujem
o dalSie vzdelavanie v matematike.
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