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Abstract

The accurate understanding of quantified statements with the multiple applications of quantifiers is for
students very important. Failings along this line lead up to difficulties with factual apprehension and
acquirement fundamental notions of some mathematical theory. The didactic aspects of application quantified
statements and their mutual relations are studied in the paper.
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Uvod

Pri formulacii matematickych viet iich dbékazoch c¢asto vystupuju kvantifikované vyroky
s viacndsobnym pouzitim kvantifikatorov. V tomto smere ziadna matematicka disciplina nie
je vynimkou. Spravne chapanie kvantifikovanych vyrokov so zmieSanym pouZitim
kvantifikatorov je skutocne velmi doélezité. Nedostatky v tomto pripade vedu k tomu, Ze
Studenti maju problémy uz so skutocnym pochopenim a osvojenim si zakladnych pojmov
nejakej matematickej tedrie (Vrabel, [3], 2018 ). Markantne sa to prejavuje aj v ddkazoch
a kontraprikladoch, napriklad v matematickej analyze pri argumentacii, Ze dana postupnost
nema limitu alebo, Ze dand funkcia nie je rovnomerne spojitd na nejakom intervale.
V predloZzenom prispevku sa budeme zaoberat samozrejme len ,logickou” strankou veci,
teda spravnym pochopenim kvantifikovanych vyrokov, ich negaciou a predovsetkym ich
vzajomnymi vztahmi. Pri bezproblémove] praci s kvantifikovanymi vyrokmi vsak zohravaju
dolezitu ulohu aj poznatky o vyrokovych funkciach.

Didaktické aspekty pouzivania kvantifikovanych vyrokov

Kvantifikované vyroky budeme oznacovat nasledovne: Vx € AV(x), Ix € AV(x), Vx €
A3y e BV(x,y), -+, kde V(x) (V(x,y)) je vyrokova funkcia jednej (dvoch) premennych,
ktora je definovand na mnoZine A (A X B). Vychadzame pritom z matematickej terminoldgie
(Medek, [1], 1975). Treba poznamenat, 7e vo viacerych publikacidch autori pisu pred
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vyrokovu funkciu dvojbodku. V sSkolskej matematike vyrokové funkcie (najcastejsSie ide
o rovnice anerovnice) sa nazyvaju aj vyrokové formy. Zakladom vztahov akychkolvek
kvantifikovanych vyrokov su nasledujuce implikacie, ktoré platia pre neprazdne mnoziny
A, B:

Vx €EAV(x) = 3Ix € AV (x), (1)
dx € AVYy€EBV(x,y)>Vy€B3Ix € AV(x,y). (2)

Poznamenajme, Ze predpoklad neprazdnosti mnozin A,B nemoino vynechat, pretoze
formalny vyrok Vx € @ V(x) je pravdivy aformdlny vyrok 3x € @ V(x) je nepravdivy.
Priblizme si oba vyroky vystupujuce v implikacii (2). Vo vyroku

dx e AVy € BV(x,y)

sa tvrdi, Ze existuje taky pevny prvok x, € A spolo¢ny (rovnaky) pre vietky prvky mnoZiny B,
Ze plati Vy € B V(x,y). Napriklad vyroky

dx €{1,2,3}Vye{2,3,4}x <y, IxeNVye{2,3,4}y<x

su pravdivé. V prvom vyroku existuje jediné x, s poZadovanou vlastnostou a to je Cislo 1,
v druhom vyroku za x, staci vziat fubovolné prirodzené cislo vacsie ako Cislo 4. Na druhej
strane napriklad vyrok 3x € { 2,3} Vy € {2,3,4} x < y je nepravdivy.
Vo vyroku

Vy€eB3ax e AV(x,y)

sa tvrdi, Ze ku kazdému prvku y € B existuje taky prvok x € A v zavislosti od y (teda
s kazdym y prislusny prvok x moze byt iny), Ze plati V(x,y). Napriklad vyrok Vy € N 3x €
N y < x je pravdivy, pretoZe pre [ubovolné prirodzené cislo y staci zvolit za x napriklad cislo
y + 1. V uvedenom vyroku sa teda vlastne tvrdi, ze ku kazdému prirodzenému Cislu existuje
prirodzené Cislo od neho vacsie. Na druhej strane vo vyroku dx € NVy € Ny < x sa tvrdi,
Ze existuje prirodzené (islo, ktoré je vacsie ako vSetky prirodzené (isla, ¢o je zrejme
nepravdivy vyrok. Zdévodnime teraz implikaciu (2). Ak teda vyrok 3x € AVy € BV (x,y) je
pravdivy, tak vyrok Vy € B V(x,, y) plati pre nejaky pevny prvok x, € A, to ale znamen3, Ze
je pravdivy aj vyrok Vy € B 3x € AV (x,y) ( pre kazdé y € B staci zvolit to isté x € A a sice
X = Xp).

Negaciu vyroku p budeme oznacovat symbolom —p. Pristipme teraz k negacii
kvantifikovanych vyrokov. Ak V(x) je vyrokova funkcia definovand na mnoZine A, tak
symbolom (=V)(x) oznatme vyrokovu funkciu, ktord je definovand takto: (=V)(xg)
oznacuje vyrok —=V(x,) pre lubovolne zvoleny pevny prvok x, € A. Pre negaciu
vSeobecného a existen¢ného vyroku potom platia tieto zdkladné pravidla (de Morganove):

- (Vx €AV(x)) © Ix € A(AV)(v), (3)
- (Ix€eAV(x)) © Vx € A (AV)(x). (4)

Pri negécii vyrokov sviacnasobnym pouzitim kvantifikdtorov pouzZivame opakovane
de Morganove pravidla pre negaciu vSeobecného a existencného vyroku. Tak napriklad plati:

- (VvxeAd3dyeBV(xy)) @ -(VxeA@y e BV(xy))
©3dxeA —|(Ely €B V(x,y)) © Ix € AVy € B (=) (x,y).

Treba si uvedomit, Ze 3y € B V(x,y) je vyrokovd funkcia volnej premennej x (premenna y
je viazand kvantifikdtorom) definovana na mnozine A a pre fubovolné ale pevné x € A je to
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existencny vyrok. Pri negacii kvantifikovaného vyroku strojndsobnym pouzitim
kvantifikatorov vyuZijeme poznatky s negovanim kvantifikovanych vyrokov, v ktorych
vystupuje vyrokova funkcia s dvomi premennymi. Tak napriklad plati:

~(Vx€eAIyeBVze(CV(xy,2) e -(VxeA(IyEBVzEeCV(xY, 2))
©3Ix€A-(3yeBVzeCV(xy,2)) ©Ix€EAVY€EBIzEC (-V)(x,y,2).

Treba si zasa uvedomit, Zze 3y € B Vz € C V(x, y, z) je vyrokova funkcia volnej premennej x
(premenné y,z su viazané kvantifikdtormi) definovana na mnozine A a pre fubovolné ale
pevné x € A je to kvantifikovany vyrok s dvojndasobnym pouzitim kvantifikatorov., ktorého
negaciu uz vieme vyjadrit. Uvedme na uvedenu negaciu kvantifikovaného vyroku priklad zo
zakladov matematickej analyzy, konkrétne definicie vlastnej limity postupnosti redlnych
Cisel{a,}n=1 (711_{1010 a, = a,a je reélne ¢islo) :

VveeR*ImeNVn>mla, —al < e.

Symbolom R* oznadujeme mnoZinu vietkych kladnych reélnych &isel.
Potom redlne Cislo a nie je limitou postupnosti {a, }n=, prave vtedy, ked

JeeRtYvmeNIn>mla, —al = ¢.

Lahko nahliadneme, Ze redlne Cislo a nie je limitou danej postupnosti prave vtedy, ked
existuje také okolie (a —¢&,a + €) bodu a, do ktorého nepatri nekonecne vela ¢lenov
postupnosti {a, }y=1.

Pozndmka. V definicii vlastnej limity postupnosti sme pouZili jednoduchsiu variantu

kvantifikovaného vyroku. Ekvivalentna definicia je vyjadrena aj zapisom
VeceER*ImeNVnReEN m<n=|a,—al| <sg,

ktory je v suhlase s vyssSie uvedenymi vseobecnymi zapismi kvantifikovanych vyrokov.

Zovseobecnenim predchadzajucich dvah mozno teda uzavriet, Ze negaciu kvantifikovaného
vyroku dostaneme tak, Ze vSetky kvantifikdtory v nom vystupujice sa zmenia v opacné (teda
vSeobecné v existenéné a existenctné vo vseobecné) avyrokovd funkcia V(xq,x5,...,X5,)
definovand napriklad na mnozine A; X A, XX A,, sa zameni vyrokovou formou
(= V) (x1, %, ey x3), kde (=V)(aq,ay, ..., a,) oznaCuje vyrok =V(aq,ay, ..., a,) pre kazdy
prvok (aq,a,, ...,a,) € A; X Ay X -+ X A,,.

Vzajomné vztahy kvantifikovanych vyrokov

Teraz vysetrime vzajomné vztahy kvantifikovanych vyrokov, v ktorych vystupujd vyrokové
funkcie sdvomi alebo tromi premennymi. UkadZeme, Ze vsetky vztahy tychto
kvantifikovanych vyrokov vyplyvaju zimplikacii (1) a (2). Najskér vyrieSme vztahy
kvantifikovanych vyrokov s dvojnasobnym pouzitim kvantifikatorov. Takychto vyrokov je
osem:

P;:Vx € AVyeBV(x,y), Ps:VyeBVxeAV(x,y),
P,:Vx€ A3y e BV(x,y), Pg:Ay€EBVYx€eEAV(x,y),

P;:3x € AVyeBV(x,y), P;:VyeB3axeAV(x,y),
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P,:3x€ A3y e€BV(x,y), Pg:3y€B3Ix € AV(x,y).
Pre vyroky P; aZ Pg plati nasledujuci vztahovy diagram (Salat, [2],1986):

P, =>P;=>P,=> P
) ) (5)

Ps = Pg = P, = P,.

Z tautoldgie ((p = q) A (q > 1)) = (p = r) dostdvame, Ze z vyroku P;(Ps) vyplyva nielen
vyrok Ps, ale aj vyroky P, Pg a P,. Podobne z vyroku P; vyplyva nielen vyrok P, ale aj vyroky
Pg a P, atd. Implikacie P; = P5;, P, = Pg vyplyvaju z implikacie (1), pretoze formalny vyraz
Vy€eBV(x,y) (3x € AV(x,y)) je vyrokova funkcia premennej x (y) definovanad na
mnozine A(B). Implikacia P; = P, je priamo uZ zdévodnena implikacia (2). Podobne mozno
zd6vodnit ,,spodnu“ cestu diagramu. Treba poznamenat, Ze Ziadnu implikaciu uvedenud vo
vztahovom diagrame nemozZno obrétit (a teda nahradit ekvivalenciou). TaktieZ zo Ziadneho
vyroku z vyrokov P; a P; nevyplyva vo vSeobecnosti ani jeden z vyrokov Pg, P, a taktieZ zo
Ziadneho z vyrokov Pz, P, nevyplyva vo vSeobecnosti ani jeden z vyrokov P; a P,. Uvedme
napriklad, Ze z vyroku P; nevyplyva vo vSeobecnosti vyrok Pg ani P, a taktiez ani naopak..
Zvolme za P; vyrok 3x € {2,3,5} Vy € {3,4} x < y, ktory je pravdivy. Vyroky P; a P,, teda
vyroky

dy € {34} Vx € {2,3,5} x <y,
vx € {2,3,5}3y € {34} x < y,

su nepravdivé.
Na druhej strane vyroky

dyeNVxeNy|x,
Vx eN3IyeNy|x

(oznalenie y | x znamena, Ze prirodzené Cislo y deli prirodzené Cislo x) su pravdivé, prvy je
typu Pg adruhy typu P,. Prislusny vyrok P; teda vyrok 3x e NVy e Ny|x, je vsak
nepravdivy.

Pristipme teraz ku kvantifikovaniu vyrokovych funkcii V(x,y,z) stromi premennymi a ku
analyze ich vzajomnych vztahov. Vietkych takychto typov vyrokov je 48. Kazdy typ je uréeny
vlastne poradim premennych x, y, z a druhom kvantifikatora viazuceho premennu. Vsetkych
poradi premennych x,y, z je Sest a pri kaZzdej premennej su dve moznosti vyskytujuceho sa
kvantifikatora. Takto jednému poradiu premennych x,y,z odpoveda osem typov
kvantifikovanych vyrokov. Pri vzajomnych vztahoch tychto 48 vyrokov mézeme mnoziny a
vyrokovu funkciu V(x,y,z) kvoli struénejSiemu zdpisu vynechavat a teda napriklad vyrok
Vz€e€ C3Ix € AVy € BV(x,y,z) oznatime ako Vz 3x Vy. Priblizme si postupne jednotlivé
typy ztychto vyrokov. Zrejme pri trojnasobnom pouziti toho istého kvantifikdtora
dostaneme 6 ekvivalentnych vyrokov. TaktieZ je zrejmé, Ze z vyroku Vx Yy Vz (a z dalSich
piatich s nim ekvivalentnych ) vyplyvaju vsetky ostatné. Staci vysvetlit vyroky tychto typov:
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VxVy3dz, Vx3AyVz, AxVy Vz, Vx 3y dz;Ax Vy Iz, dx Iy Vz.

Vsetky ostatné su zhladiska objasnenia analogické a dostaneme ich iba zdmenou
premennych. Napriklad k prvému vyroku Vx Vy 3z mbieme este priradit z hladiska
objasnenia tieto analogické vyroky:

VyVx3z;VxVz 3y, VzVx 3y, VyVz3Ax; VzVy Ix.

S vyrokom Vx Vy 3z je to podobne ako s vyrokom P,, ibaze z volime v zavislosti od x aj y.
Vo vyroku Vx 3y Vz volime y v zdvislosti od x ale tak, Ze je pevné pre vSetky z. Teda
napriklad vyrok Vx € N3y e NVz € N 10x — y < z je pravdivy (staci zvolit y tak, aby y >
10x) avyrok Vx €eN3IyeNVzeNx+y <z je nepravdivy (1<x+1<x+y pre
lubovolné x € N ajy € N).

Svyrokom Ix Vy Vz je to podobne ako svyrokom P;, ibaZze musi existovat pevné x,
spolo¢né pre vsetky y aj z. Teda napriklad vyrok 3x e N VyeNVzeNx—-1<y+zje
pravdivy (staci zvolit za x, Cislo 1 alebo 2)avyrok 3x EN VyeNVzeENx+2<y+zje
nepravdivy (prey =z = 1platix + 2 >y + z = 2 pre kazdé prirodzené Cislo x).

S vyrokom Vx 3y 3z je to podobne ako s vyrokom P,, ibaZe nielen y ale aj z volime v
zavislosti od x. Teda napriklad vyrok Vx € N 3y e N3z e Nx < % je pravdivy (staci zvolit

y,z v zévislosti od x napriklad takto: y = x + 1, z = 1 alebo y = 2x? a z = x) a vyrok Vx €
N 3y e N3z e Ny +z <x je nepravdivy (k Cislu x = 1 neexistuju také prirodzené Cisla
y,z,aby platiloy + z < 1).

Vyrok 3x Vy 3z V(x,y, z) je pravdivy, ak existuje taky prvok x, pevny pre vietky y , Ze vyrok
Yy V(xy,¥,2) je pravdivy pre nejaké z,. Teda napriklad vyrok 3x e N vy e N3z € Nx +
z < 3y je pravdivy (vyrok Yy € N xy + z, < 3y je pravdivy pre x, = 1 = z,) avyrok 3Ix €
N Vye N3z e Nx +z <y je nepravdivy (vyrok Vy € Nx, + z, <y je nepravdivy pre
akékolvek prirodzené Cisla x, zy).

S vyrokom 3x Iy Vz je to podobne ako s vyrokom Pj, ibaze musi existovat pevné x, aj y,
spolo¢né pre vsetky z. Teda napriklad vyrok 3x e Ndy e NvVz € N g < z je pravdivy (staci

polozit napriklad xp = 1ay, =2)avyrok 3x e NIy e NVz € Nx + y < z je nepravdivy
(2 £ xy + yg a potom neplati vyrok Vz € N x, + y, < z pre Ziadne prirodzené Cisla x,, yo)-

Pristipme teraz ku vztahom kvantifikovanych vyrokov vyrokovych funkcii stromi
premennymi. Vsetky tieto vztahy vyplyvaju so vztahového diagramu kvantifikovanych
vyrokov vyrokovych funkcii s dvomi premennymi. K vyrokom typu Qx € A cy € BV (x,y),
kde Q, ¢ je lubovolny kvantifikator, priradime v diagrame vyrok Qx € A ¢y € Bdz €
CV(x,y,z). Teda napriklad k vyroku Vx € AVy € BV (x,y) priradime vyrok Vx € AVy €
BvzeCV(x,y,z) alebo Vx e AVy e B3iz€ CV(x,y,z). Takto platia tieto zakladné
vztahy pre kvantifikované vyroky vyrokovych funkcii stromi premennymi pre poradie
premennych x,y, z:

VxVyVz=3xVyVz=>VydxVz=3y3xVz = 3ydx 3z

(} () (6)
VyVxVz=3yVxVz=>Vx3yVz=>3Jy3IxVz=>3Jy3Ix 3z
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VxVy3dz=>3xVy Iz > Vydx Iz > 3Jy3Ix 3z

() () (7)
VyVx3dz=>3JyVxIz>VxIy3dz= Jydx 3z

Zdévodnime napriklad implikacie Vx Vy Vz = 3x Vy Vz, Ax Vy Vz = Vy 3x Vz. Prva
implikacia vyplyva z implikacie (1). Totiz
Vx EAVYyEBVzECV(x,y,z) ©Vx€EA(NYy€EBVZzECV(x,y,2)),

kde Vy € BVz € C V(x,y, z) je vyrokova funkcia jednej premennej x (oznacme ju ¢), ktord
je definovana na mnoZine A. Plati teda Vx € A ¢(x) = 3x € A ¢(x). V druhej implikacii
plati:

dx EAVy€EBVYzECV(x,y,z) ©3Ix € AVy€EB (Vz€E€CV(x,y,2)),

kde Vz € CV(x,y,z) je vyrokova funkcia definovand na mnoZine A X B, ozname ju
w(x,y). Potom z implikacie P; = P, zo vztahového diagramu (5) vyplyva:

EIxEAVyEB(VZE CV(x,y,z))@EIxEAVyEBa)(x,y) © Vy€eBIxeAw(x,y)
S VyeEBIx€EA(VzeCV(x,y,z)) ©VyeBIxe AVze CV(x,y,z).

Dalie vztahy analogické vztahom (6), (7) dostaneme tak, e budeme vychadzat z ostatnych
piatich poradi premennych x,y,z: VyVxVz, VyVx 3z, VxVzVy, VxVz3y, VyVzVx,
VyVz3x; VzVxVy, VzVx3y;, VzVyVx, VzVy3x. Ide teda o dalSich 10 analogickych
diagramov.

Zaver

Vyznam kvantifikovanych vyrokov v logickej vystavbe kazdej matematickej discipliny je
dolezity. Velky aj maly kvantifikator si zakladné kamene vedeckého myslenia. Viaceri
vysokoskolski ucitelia matematiky si myslia o Studentoch matematiky, ktori dokonale chapu
zmysel a vztahové relacie kvantifikovanych vyrokov vyrokovych funkcii s tromi premennymi,
e maju uZ matematické myslenie. Takéto myslenie je rozhodujice v hibke poznania
cohokolvek v matematike.
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