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Abstract

The proof of the continuous ordering real numbers is somewhat complicated in the Cantor’s construction of
this ordered field. Let (R, <) ((ﬁ, <1)) denotes the ordering set of real numbers in the Dedekind’s

construction (Cantor’s construction). The similarity of the ordered sets R and R is proved in the paper
directly..
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Uvod

Obe exaktné konStrukcie mnoZiny a usporiadaného pola redlnych Ccisel, Dedekindova
i Cantorova, sui pomerne teoreticky narocné. Kazdd ma svoje vyhody i nevyhody.

Tak napriklad v Dedekindovej konstrukcii (DK) sa jednoduchsie dokaze spojitost usporiadania
mnoziny realnych Cisel ako v Cantorove] konstrukcii (CK). Dékaz spojitosti v CK je zalozeny na
predtym dokazanych vlastnostiach archimedovsky usporiadanych poli (Svec [4], 1987).
Délezitu ulohu tu zohrdva poznatok, Zze v archimedovsky usporiadanom poli (4, +,-, <) je
mnozina (4, <) spojito usporiadana prave vtedy, ked pole A je Uplné. Nasledne sa dokaze, ze
pole realnych Cisel (R, +,,,<) je Gplné a teda (R, <) je spojito usporiadanad mnozina.

Na druhej strane sa v CK daju jednoduchsie dokazat vlastnosti operdacii redlnych Cisel ako
v DK. V CK sa totiz prirodzenym sp6sobom prendsaju vlastnosti operacii pola raciondlnych
Cisel (Q,+,,,<) na operacie s redlnymi cislami, ¢o spociva v jednoduchsej definicii suctu
a sucinu realnych &isel v CK.

Ak oznadime (R, <) resp. (ﬁ, <1) usporiadand mnozinu redlnych cisel v DK resp. v CK, tak
v predloZzenom ¢lanku je priamo dokazané, ze mnoziny (R, <) a (ﬁ, <1) su podobné. Tento
fakt sa obycajne tiez dokazuje pomocou vseobecnejsich vysledkov o archimedovsky
usporiadanych poliach (Salat [2], 1982). Zo spojitosti usporiadanej mnoZiny (R, <) takto
vypwvaspoﬁumfuspoﬁadanejmnoﬁny(ﬁ,-<1)
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Zakladné pojmy a oznacenia

Usporiadana mnozina (P, <) sa nazyva spojito usporiadand, ak kazda jej zhora ohraniena
neprazdna podmnoZzina ma v P supremum. Mnozina raciondlnych Ccisel s obvyklym
usporiadanim nie je spojito usporiadand (Salat [3], 1986). NajdoleZitej$im prikladom spojito
usporiadanej mnoziny v matematike je mnozina realnych déisel, ¢o ma klucovy vyznam
napriklad v zakladoch matematickej analyzy. Usporiadanu dvojicu [A4, B] nazveme rezom
usporiadanej mnoziny (P, <), ak mnoziny A (dolna skupina rezu), B (horna skupina rezu) su
neprazdne, AU B = P a kaidy prvok mnozZiny A je mensi ako fubovolny prvok mnoziny B.
KedZze AN B = @, tak B = P — A. Lahko moZno nahliadnut, Ze mnozina A, A € P, je dolnou
skupinou nejakého rezu mnoziny P prave vtedy, ked' plati:

A+Q,P—-A+0,(a€ANxEPAx<a)=>x€EA) (1)

Takto kazdy rez mnoziny P je jednoznacne urceny svojou dolnou skupinou. Preto niekedy, ak
to zjednodusuje Gvahy resp. zapis, budeme o reze mnoZziny P stru¢ne hovorit ako o mnoZine
A (A € P, A spia (1)).

V DK uvaZujeme mnoZinu vSetkych takych rezov A mnoziny Q, kde mnozZina A nema najvacsi
prvok. MnoZinu vSetkych takychto rezov oznatme R (mnoZina realnych cisel). MnoZiny
{xeQx<a},a€Q QyU{x €eQt;x? < 2}su prikladmi rezov z R. Na mnoZine R mozno
definovat relaciu < takto:

pre A;,A, € R plati A; < A, prdve vtedy, ked A; je vlastna podmnoZina mnoziny A,.
Reldcia < je spojitym usporiadanim mnoziny R (Palumbiny [1], 1994).
CK vychadza zpojmu fundamentdlnej postupnosti racionalnych Cdisel. Postupnost
racionalnych ¢isel {a, };=, nazveme fundamentalnou postupnostou, ak
VeeQt 3ny N Vp,q>ny |a,—ayl <e (2)

Kazdd fundamentdlna postupnost je ohraniCenda asucet aj suéin  lubovolnych
fundamentdalnych postupnosti racionalnych dcisel si opat fundamentdlne postupnosti.
OznaCcme F, mnozinu vsetkych fundamentalnych postupnosti racionalnych Cisel. Na F,
definujme reldciu ~ takto:

{an}?{):l ~ {bn};?:l < T]Li_r;glo(an - bn) =0.

Relacia ~ je relacia ekvivalencie. Relacii ~ odpoveda rozklad mnoZiny F, na disjunktné
triedy. MnoZinu tychto tried ozna¢ime znakom R (mnozina redlnych ¢isel) . Ak do nejakej
triedy rozkladu patri fundamentalna postupnost {a,}n=;, tak tuto triedu oznacime aj
[{a,}-1]. Reélne &islo a, a = [{a,}y=,], nazveme kladnym apiseme 0 <;a, O =
[{0};-,], ak existuje r € Q* a m € N tak, Ze pre kazdé prirodzené ¢islo n, m < n, plati
r < a,. Lahko mozZno nahliadnut, Ze definicia kladného redlneho ¢isla a nezdvisi od vyberu
reprezentanta {a,}_,. Na mnoZine R definujeme reléciu <, takto:

prea, B € R, a = [{ay}n=1], B = [{bu}i=1], @ <4 B préve vtedy, ked 0 <; B —«,

kde 8 — a = [{b, — a,,}>_1]. Reldcia <, je usporiadanie mnoziny R (Salt [2], 1982).
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Pripomernime eSte pojem podobného zobrazenia a podobnosti usporiadanych mnozin. Pre
usporiadané mnoziny (4, <), (B, <g) zobrazenie f: A - B nazveme podobné, ak pre kazdé
x,y € A plati:

x<uy=fx)<gf)

Uvedené usporiadané mnoZiny nazveme podobné, ak existuje podobné zobrazenie mnoZziny
A na mnozinu B, pritom piSeme A = B.

O spojitosti usporiadania mnoziny (R, <;)

Ako sme uz uviedli vivode, dokdZzeme, Ze usporiadané mnoziny (R,<) a (ﬁ, <1) su
podobné.

Veta 1. Nech usporiadané mnoziny (4, <4), (B,<g) su podobné a A je spojito usporiadana.
Potom aj mnoZina B je spojito usporiadana.

Dékaz. Nech f: A = B je podobné zobrazenie mnoziny A na mnoZinu B. Nech ® # M C B
a M je zhora ohranicend v mnoZine B prvkom b. Treba dokazat, Ze mnoZina M ma v mnoZzine
B supremum. UvaZujme vzor mnoZiny M v zobrazeni f, teda mnoZinu

f-1(M) = {x € A; f(x) € M}.

Kazdé podobné zobrazenie je prosté, teda f je bijekcia. Potom existuje jediné a € A také, ze
f(a) = b. Zrejme pre kazdy prvok x € f_;(M) je x <4 a. Ak by totiZ existoval taky prvok
X1 € fL1(M), Ze a <4 x4, tak b = f(a) <g f(x;) € M, ¢o by bolo v spore s volbou prvku b.
Mnozina f_;(M) je takto neprazdna a zhora ohrani¢ena podmnoZina spojito usporiadane;j
mnoziny A, ma teda supremum, oznatme ho u. Dokazeme, Ze f(u) je supremum mnoZiny
M. Nech y € M. Pre vzor x kprvku y v zobrazeni f plati y = f(x) <g f(u). Teda f(u) je
horné ohrani¢enie mnoziny M. Nech y, € B, vy, <p f(u) a f(xy) = yo, xo € A. Potom
Xg <4 U. Kedze u = sup f_;(M), tak existuje t € f_;(M) spliiujice nerovnost x, <4 t.
Takto yo = f(xy) <p f(t) € M a teda y, nie je horné ohrani¢enie mnoziny M. Takto f(u) je
aj najmensie horné ohrani¢enie mnoziny M v mnozine B.

Lema 1. Nech « = [4,B] € R, k € Q*. Potom existuju také prvkya € A, b € B, e k = b —
a.

A o . " woqd=c oL -
Dékaz. Zvolme lubovolne v mnoZine A(B) prvok c(d). K €islu TC existuje prirodzené Cislo n
. d— . . . .
tak, ze TC < n.Potomd < c + nk av konecnej postupnostic,c + k,---,c + nk je prvy ¢len

z A aposledny z B. Nech p je najmensie prirodzené Cislo s vlastnostou ¢ + pk € B. Potom
a=c+(p-1DkeAb=c+pk€eB, k=>b—a.

Veta 2. Usporiadané mnoziny (IR, <), (R, <1) su podobné.
Dékaz. Nech a € R, a = [A, B]. Zlemy 1 vyplyva, Ze ku kaidému n € N existuju také prvky
a, €A,b, €B,ieb, —a, <%. Nech

a, = max {a,,a,, ...,a,}, b, = min {by, b,, ..., b,}.

Potom a, < a, < b, < b, En—c_ln<% pre kazdé n € N. Nech ¢ >0 a m € N, %<e.
Potom pre kazdé p,q € N,p > q,p > m, g > m, plati
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_ _ — _ 1 1
ap—aq<bq—aq<5<;<s.

Postupnost {a,}n=; je teda fundamentalna. Zrejme [{@,}n=1] = [{En}:;l]. Definujme teraz

zobrazenie f:R — R rovnostou f(a) = [{@,}>-,]. DokdZeme, 7e f podobné zobrazenie
mnoZiny R na mnoZinu R, teda R = R.

Zachovajme vsetky oznacenia z doteraz uvedeného postupu a uvazujme f € R, g = [C, D],
a < [.Pretoze a < f8, tak C N B je nekone¢na mnozZina bez najvacsieho prvku. Podobne ako
to bolo sprvkami a,,b,,a,,b, moino skonstruovat neklesajicu postupnost {c,}o,

prvkov z mnoziny C N B a nerastucu postupnost {cfn}:):l zmnoziny D tak, 7e d,, — ¢, < %

Ak by postupnost {C,}n=; bola od istého indexu konstantnd, tak vezmeme namiesto nej

co

postupnost {c‘n — %} . Zrejme
n=1

) = ez = [fen -3} |

n

Mézeme teda predpokladat, Ze postupnost {C,},—; nie je konstantna, teda existuje také
prirodzené Cislo m, Ze ¢, < Cpy1- Oznaéme Cppyq — Gy, = 7. Potom pre kazdé n>m +1
plati : ¢, = Cpy1 > Cp > a,. Takto pre kazdé n=>m+1 plati a,+r <¢c,, teda

f(@) <1 f(B)

Teraz dokaZeme, 7e zobrazenie f je surjekcia. Nech a = [{a,,}5,] € R. Potom existuje taka
vybrand postupnost M = {@,};~,; postupnosti {a,}n-,, ktora je bud neklesajica alebo
nerastlca. Zrejme @ = [{G,}n=1] = [{an}n=1]- Nech postupnost M je neklesajica. PoloZzme

A={reQ; IneNr < a,}.

Zrejme A je neprazdna, nemad najvacsi prvok a navyse je aj primitivnym intervalom mnoZiny
Q. KedZe postupnost M je zhora ohrani¢end, tak mnozina B, B = Q — A, je neprazdna.
Potom «a, a = [A, B], patri do mnoZiny R. Na zdklade lemy 1 a hore uvedeného postupu
existuje neklesajuca postupnost {@,}n=; prvkov z mnoZiny A anerastica postupnost
{En}:=1 prvkov z mnoZiny B tak, Ze pre kazdé n € N plati En —a, < % Z definicie mnoZiny A
vyplyva, Ze ku kazdému n € N existuje prirodzené Cislo ky, tak, Zze d, < ay,, pritom vezmime
najmensie k, stakou vlastnostou. KedZe a; < b, tak aj rlli—{?o(l;” - C_lkn) =0 a

Ha meil=d=a= [{dkn}:;l]' Potom f(a) = @, ale @ = @ = a. Nech teraz postupnost
{@,};m=1 je nerastuca. Poloime D ={reQ; 3IneNa, <r}, C =Q—D. Ak by mala
mnozina C najvacsi prvok, presunieme ho do mnoziny D. Potom f =[C,D]€R.
Analogickou Uvahou ako v predchadzajucom pripade moZno skonstruovat neklesajicu
postupnost {c,}n=; prvkov z mnoziny C, pricom c = [{c }me1] = [{an}n=1] = a. Potom

fl@) =c=a.

KedZe (R, <) je spojito usporiadand mnozina a R = R, tak z vety 1 vyplyva, Ze aj (ﬁ, <1)
je spojito usporiadana mnozina.
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Zaver

V predloZzenom prispevku sme sa nezaoberali definiciou a vlastnostami operacii scitania
a nasobenia v usporiadanych poliach (R, +, -, <), (E, ®,®,<1). Sustredili sme sa iba na
usporiadanie tychto poli. Tieto usporiadané polia st izomorfné (Salat [2], 1982). Teda
existuje takd bijekcia f: R — R, 7e pre kazdé prvky a, b € R plati:

fla+b) = f(a)®f (b)
f(a-b) = f(a)Of (b)
a<b= f(a) <, f(b).
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