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Abstract

GeoGebra is one of the most popular dynamical mathematical software that joins geometry, algebra and
calculus. This tool help students to acquire knowledge about not only geometric objects. The relationships
between the sum and product of the roots of a quadratic equation and the coefficients of the equation (Viete's
theorem) are considered. We give several geometrical (or graphical) methods of solving quadratic equations
such as using the right triangle altitude theorem and the power of a point theorem. We will try to show some
possibilities of the software GeoGebra to visualize these ways. In addition, we show that this can be solved by
elementary geometry always using only ruler and compass.
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Uvod

V sucasnosti je GeoGebra jednym z volne dostupnych programov dynamickej geometrie,
ktory sa Coraz CastejSie dostdva na vSetky urovne matematického vzdeldvania, od zakladnych
$kol, cez roézne typy strednych skol aZz po univerzity. O GeoGebre mozno hovorit aj ako o
multiplatformovom matematickom systéme, ktory v sebe spdja geometriu, algebru a
matematickd analyzu. Skimanie matematickych situdcii, rieSenie problémov a osvojenie
novych matematickych pojmov Ziakmi alebo Studentmi v prostredi programu GeoGebra sa
mbze stat pristupnejSie a zrozumitelnejsie, kedZe je podporované vhodnymi ilustraciami
formou dynamickych obrazkov. GeoGebra ponuka hlavne lahko pouzitelné rozhranie,
ktorého dynamika, spojenda s manipuldciou svolnymi objektmi, poskytuje dostatocny
priestor na mnohé Studentské aktivity nielen v Skole ale aj vdomacom prostredi. V tomto
¢lanku sa blizsie pozrieme na problematiku rieSenia rovnic druhého stupna, ich geometricku
interpretaciu, pri ktorej vyuZijeme viaceré moznosti programu GeoGebra.

Trochu z historie

Na uvod uvedieme jednu geometrickl interpretaciu rieSenia urcitej a v stredoveku azda
najznamejSej kvadratickej rovnice, ktora by mohla slizit pre studentov nielen ako motivacia
ale hlavne ako dobra vizualizacia toho, ¢o sa odohrava pri algebraickom rieSeni kvadratickej
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rovnice, ked hladdame iba jej kladné korene. V nasledujucom priklade (pozri [3]) vychddzame
z diela vyznamného arabského matematika al Chvarizmiho (780 - 850).

Priklad: Hladajme (kladné) korene rovnice x? + 10x = 39.

Riesenie: Podstatou rieSenia je doplnenie na Stvorec (vid obr. 1). Najskor zostrojime Stvorec
so stranou dizky x. K tomuto $tvorcu pripojime dva obdlZniky so stranami dizky 5 a x. Ziskany
obrazec ma obsah 39 (tmava cast). Tento doplnime na Stvorec. Pridana cast je Stvorec
s obsahom 52 = 25. Vysledny $tvorec ma obsah 39 + 25 = 64 a jeho strana ma dizku 8.
Vychodiskovy $tvorec ma preto stranu dizky 3 (hfadany koreri).

ox 25

Obrdzok 1
Predchadzajuci spésob mdzeme opisat pomocou dnesného algebraického jazyka:
x2 +10x = x%2 + 2(5x) = 39
x2+2(5x) + 25 =39 + 25 = 64

(x +5)? = 64
x+5=8
x = 3.

Takéto rieSenie rovnice geometrickou cestou sa javi pre Studentov ako velmi uzito¢né, kedze
im umoznuje nahliadnut do podstaty veci. V podobnom duchu budeme pristupovat
k rieSeniu rovnic 2. stupna aj v nasledujucom texte, pricom doéraz bude kladeny nielen na
vizualizaciu, ale predovsetkym na podstatné charakteristiky metdd ich rieSenia v prostredi
programu GeoGebra.

Vychodiskova uloha

Ziskanie istej zrucnosti pri rieSeni rovnic aich sustav patri medzi tie najzakladnejsie
v stredoskolskej matematike. Nezriedka k nim vedie mnozstvo praktickych uloh a problémov.
S rieSenim kvadratickej rovnice je takmer neodmyslitefne spojena nasledujica geometricka
uloha:

Uloha 1: Aké st rozmery obdiZnika, ktorého poloviény obvod je 18 a obsah 65?

Riesenie: Nasou ulohou je najst dve Cisla, ak pozndme ich stcet a sucin. Ak oznadime x,y
dlzky stran obdlznika, dostavame sustavu rovnic
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x+y=18
(1)
X.y = 65.

Ak z prvej rovnice vyjadrime nezndmu y a dosadime do druhej, dostdvame po Uprave
kvadraticku rovnicu
x?—18x + 65 = 0. (2)

V stredoskolskej matematike sa spravidla na rieSenie kvadratickej rovnice pouziva metdda
algebraicka alebo graficka (geometrickd). Vysledkom prvej metédy, pomocou Upravy na
Stvorec, dostdvame vztah pre korene kvadratickej rovnice (2) v tvare:

xl’z = 9i V92_65.

Ak pouzijeme Upravu kvadratického trojélena rovnice na sucin, tak pre korene dostavame:
(x—-5).(x—13) =0.

Korene rovnice x; = 13, x, = 5 st dizkami stran hladaného obdlznika. Grafickd metdda je
zaloZzenda na hladani spolo¢nych bodov ¢asti priamky a hyperboly (pre kladné hodnoty x, y)
uréenych rovnicami (1), alebo paraboly (grafu kvadratickej funkcie f(x) = x? — 18x + 65)
s x-ovou osou. Obe tieto situdcie vytvorené v prostredi programu GeoGebra su nacrtnuté na
obrazkoch 2a,b.
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Obrazok 2

V tejto suvislosti treba zd6raznit, Ze v skolskych podmienkam sa Studentom podari zostrojit
(na tabuli ¢i v zoSitoch) iba konecny pocet bodov danej paraboly resp. hyperboly. Vysledkom
tejto metddy je obycéajne iba pribliznd hodnota premennej x, ktora je jednou zo suradnic
spolo¢nych bodov priamky a hyperboly, resp. pri ktorej kvadraticka funkcia nadobuda nulovu
hodnotu. Grafické rieSenie kvadratickej rovnice sa v takychto podmienkach stdva casto
zdlhavym a v koneénom dosledku ndm dava iba priblizné vysledky. Avsak na overenie
spravnosti rieSenia danej ulohy mame v GeoGebre niekolko moznosti. Prvou volbou je
spravidla iba odcitanie suradnic vopred zostrojenych priese¢nikov priamky a hyperboly
z algebraického okna programu. V pripade paraboly a jej priesecnikov s x-ovou osou, mozno
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vyuZzit z ponuky nastrojov namiesto prikazu ,Priesecnik” priamo prikaz ,Korene” sliZiaci na
urcenie korerfiov danej kvadratickej funkcie. Druhou, v rieSeni nasej vychodiskovej ulohy aj
prirodzenou pomockou, je v GeoGebre integrovany algebraicky vypoctovy systém CAS, ktory
umoznuje jednoducho riesit sustavu rovnic (1) tak, ako to vidno na obrazku 3.
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Obrazok 3

Variacie vychodiskovej ulohy

Bezprostredne po vyrieSeni vychodiskovej ulohy je vhodné pokracovat v numerickom ale
i grafickom rieseni (v prostredi programu GeoGebra) analogickych uloh s réznymi hodnotami
pre poloviény obvod a obsah uvaZovaného obdiZnika. Tymto moze vzniknut tzv. strapec Gloh
(viac o tejto metdéde mozno ndjst v [4]). Ako by to mohlo vyzerat v pripade naSej zakladnej
ulohy? Napriklad:

e Ak zmenime napr. obsah obdiinika na 81 a poloviény obvod zostane rovnaky, tak
rieenim Ulohy bude $tvorec so stranou dizky 9. Prislu$nd kvadraticka rovnica ma
v tomto pripade jedno rieSenie (dvojndsobny koren).

e Ak zvolime napr. polovicny obvod 15 a obsah sa nezmeni, tak neexistuje obdlznik
pozadovanych vlastnosti. Teraz zodpovedajuica kvadraticka rovnica nema riesenie.

Je dobré este zdoraznit, Ze do vytvarania novych uloh urcitého strapca mozno vtiahnut aj
Studentov. Je velmi cenné, ak Studenti dokazu sami sformulovat podmienky, kedy existuje
obdiznik pozadovanych vlastnosti, teda pre aké hodnoty jeho poloviéného obvodu a obsahu
ma prislusnd kvadratickd rovnica jedno alebo dve rieSenia, prip. nema rieSenie. Po takychto
aktivitach by uz malo byt zrejmé, Ze pri malom obvode nemdze byt obsah Iubovolne velky,
aviak obsah moéze byt fubovolne maly pri akomkolvek obvode obdiznika. Na tento Gcel je
vhodné si zostrojit v programe GeoGebra rdzne vizualizacie rieSenia ulohy. Prvou z mozZnosti
je vytvorenie modelu, v ktorom je moziné menit pomocou ndstrojov ,posuvnikov” iba
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numerické zadanie ulohy a sledovat, ako zmeny tychto parametrov vplyvaju

pocet rieSeni ulohy (vid obr. 4).
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Obrdzok 4

na celkovy

Okrem uz vyssie uvedeného by bolo dobré si uvedomit, Ze v geometrickej interpretacii
rieSeni Uloh mozno vyuzit aj Euklidovu vetu o vyske. Presnejsie, ak zostrojime pravouhly
trojuholnik nad preponou dizky p = x +y, tak obsah g = x.y uvaZovaného obdiznika je
rovny druhej mocnine velkosti vysky v tohto pravouhlého trojuholnika (obr. 5).
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V prostredi programu GeoGebra vieme sledovat nielen zavislost obsahu g na velkosti x pri
konstantnom p, ale sucasne aj zavislost korenov x; a x, na hodnote g pri konstantnom p

a naopak. Odtial je zrejmé, 7e obsah obdiZnika q je maximalny v pripade, ak x; = x, = %p,
7. 2 7
a teda hladany obdlZnik je Stvorec. Rovnako plati, ze pre q > (%p) neexistuje obdlznik

poZadovanych vlastnosti a Uloha nema rieSenie. Predchadzajice postupy mdzeme jazykom
algebry zhrnat nasledovne:

Ak polovi¢ny obvod oznacdime p a obsah g, tak sustave rovnic

X+y=p
X.y=q
zodpoveda kvadraticka rovnica v tvare
x* —px+q=0, (3)

pre korene ktorej dostdvame vztah:

PLyvp -4 (@)

2
Ak existuju korene x; a x5, t. j. p? > 4q, tak rovnicu (3) mozno pisat v tvare sucinu

(x—x)(x—x3) =0,

pricom platia Vietove vztahy v tvare:

X1,2 =

X1 +X,=p, X1.X; =4(q. (5)

Zovseobecneny pristup

Zatial sme sa zaoberali rieSenim kvadratickej rovnice v tvare (3) iba pre kladné hodnoty
premennych p a g, pricom sme v geometrickej interpretacii pouzili jednu z Euklidovych viet.
Vo vSeobecnosti, ak p a g su lubovolné redlne Cisla, tak na grafické (geometrické) rieSenie
kvadratickej rovnice v normovanom tvare

x2+px+qg=0 (6)

pouzijeme mocnost bodu vzhladom na kruZnicu (porovnaj v [1]). Tento pristup je vhodny aj
pre Skolski matematiku, kedZe na hladanie korenov kvadratickej rovnice su postacujuce iba
euklidovské konstrukcie (vid' [2]). V prostredi programu GeoGebra budeme postupovat
nasledovne:

Najskor zostrojime body O = [0;0] A=[0;1], B=1[0;q] a S= [—g;lz—q]. Nech k je
kruZnica so stredom v bode S a polomerom dizky r = |AS]. Pre vzajomnu polohu kruznice k
a x-ovej osi nastane prave jedna z nasledujicich moZznosti:

a) Kruznica k pretina x-ovu os v dvoch réznych bodoch X; = [x;;0] a X, = [x,; 0] (vid'
obr. 6a). Potom pre mocnost bodu O vzhladom na kruznicu k plati:

X, -0) (X, —0)=(A-0) - (B-0).
Po dosadeni suradnic jednotlivych bodov dostaneme

xl.x2=q.
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Obrazok 6

Stred S kruZnice k lezi na osi Usecky X;X,. Potom pre x-ové suradnice bodov X;,X,,S

plati:
X1 + X, p
2 2
alebo po uprave
X1 +x, = —p.

b) Kruznica k sa dotyka x-ovej osi vbode X; = [x;;0] (vid obr. 6b). Podobne ako
v predchadzajicom pripade, pre mocnost bodu O vzhladom na kruznicu k plati:

X, -0) (X, -0)=(A-0)-(B-0)
a dosadenim suradnic jednotlivych bodov mame
x1 . x1 = q

Navyse, x-ové suradnice bodov S a X; su su€asne rovné — g, t.j. plati:
X1 +x4 = —p.
c) Kruznica k a x-ova os namaju Ziaden spoloc¢ny bod.
Je vidiet, Ze pre kvadraticku rovnicu (6) sme tymto postupom dostali zname Vietove vtahy:
X1+ X =-p, X1.X2 =4q. (7)

Konstrukciou kruznice k so stredom v bode S a polomerom AS a jej priesecnikov s x-ovou

osou dostavame vsetky rieSenia kvadratickej rovnice (6). Ich pocet zodpoveda prave poctu
priesecnikov kruznice k s x-ovou osou.

Zaver

V sucasnej Skolskej matematike ma dynamicka podpora vyucby svoje nezastupitelné miesto,
kedZe prispieva nielen k lahSiemu a rychlejSiemu pochopeniu uciva, ale aj k jeho hlbsej
fixacii. Vtomto ¢lanku sme sa zamerali na niektoré moznosti pouzitia volne dostupného
programu GeoGebra pri vizualizacii pojmov z algebry, pri rieSeni rovnic druhého stupna.
Pouzivanie nastrojov tohto programu pomaha Studentom nahliadnut na podstatu veci aj
v pripade rieSenia kvadratickych rovnic. R6zne pohlady na geometrické i grafické hfadanie
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korerniov kvadratickej rovnice, prepojené s ich algebraickou podstatou (Vietove vztahy), su
zdrojom viacerych Studentskych aktivit, ktoré prispievaju k prirodzenému osvojovaniu si
novych pojmov. Aj ked sme sa v tomto prispevku venovali iba rieSeniu kvadratickej rovnice
v normovanom tvare, pozorny Citatel si iste uvedomil, Ze vSetky postupy mozeme vyuzit aj
pri riedeni kvadratickej rovnice vo vieobecnom tvare: ax? + bx+c =0, kde a,b,c su
redlne ¢isla (a # 0).
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