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Abstract

In Mathematics we define several of kinds of the numerical means. Probably most known are the arithmetic
mean and geometric mean. In last paper we proved the Cauchy’s inequality in different ways, especially by
differential calculus. In this article we will add other ways.
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Uvod

Nech su dané nezaporné redlne cisla &, a,, .. a,. Potom redlne Cislo
a +a,+..+a, , . . - . . - . .

A = nazyvame ich aritmetickym priemerom a redlne cCislo definované

n
vztahom G, =1/aa,-...-a, nazyvame ich geometrickym priemerom. Podla tzv. Cauchyho

AG - nerovnosti plati, Ze A, >G,. Platnost tohto vztahu sme dokazali v[1] ato

predovSetkym prostriedkami diferencidlneho poctu, presnejsSie hladanim lokdlnych C¢i
globalnych extrémov vhodnych funkcii. Na dalSich riadkoch si ukazeme aj iné dokazové
stratégie.

Matematicka indukcia

Podstatu tejto dokazovej metddy vystihuje nasledovné tvrdenie.

Veta. Nech V(n) je vyrok definovany pre kazdé neN. Potom vyroky V(n) su pravdivé
pre vsetky neN, ak plati:

1°V (1) je pravdivy vyrok;

2° pre kazdé keN z pravdivosti vyroku V (k) vyplyva aj pravdivost vyroku V (k+1).
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Musime este doplnit, Ze vuvedenom tvare ide asi o najCastejsi pripad matematickej
indukcie. Vo vSeobecnosti vsak prvy krok nemusime nutne vykonat pre n=1, mbzie byt
vykonany pre fubovolné n, e N.

VyuZime matematickd indukciu na dékaz AG — nerovnosti (pozri [2]); malou zmenou je, Ze
prvy krok vykondme pre n=2.

d; +a , ,
12> [aa,, teda vyrok plati pre

2
Z pravdivej nerovnosti (\H—«faz) >0 wvyplyva, Ze
n=2.

Dalej, v druhom kroku by sme pomocou indukéného predpokladu ziskali

a +a,+..+a,

n +a
+a .t +an, n e n-Ya,..a, +a,,
n+1 n+1 n+1

n+1)

Oznaéme aa,..a, =x""Y a . =y™. Potom mame:

n
+ay+..+a,+a, g N-\ady..a, +ag o
A1 —Gna = — A A3y = — N Ay, =

n+1 n+1
nxn+1+yn+1 . nx”+1+y”+1—nx”y—x”y 1 N N N
R i1 =l )y (v |-
_ XYy nx" — yx" L 22 N _X_y(xn_ Ly 22 L N n)_
- n+1( > y Y )_ n+1 Y Y )=
2
=—(Xn_y1) [x”’1+x”’2(x+y)+x”*3(x2+xy+y2)+...+(x“*1+x”*2y+...+y”fl)}zo,
+

¢o vlastne znamena, Ze skuto¢ne A, ;2>G,,;.

Spéitnd indukcia

Istou formou matematickej indukcie je aj dékaz spatnou indukciou. Jej zakladnd myslienku si
predstavime v nasledovnej vete.

Veta. Nech V (n) je vyrok definovany pre kazdé neN, pricom:
(A) V (n) je pravdivy pre nekonecne vela prirodzenych Cisel;
(B) ak V(k), kde k>1, je pravdivy vyrok, tak aj V (k—1) je pravdivy vyrok.

Potom V (n) plati pre vetky neN.

Aplikujme uvedend metddu na AG — nerovnost (pozri [3]).

veys , a, +a
Vyuzitim vztahu —1—2

> afala2 (dokazany vyssie) a indukéného predpokladu mame



Marek Varga: Aritmeticky priemer a geometricky priemer Il 15

8y +8y +...+ Ay :l(aﬁaz LBty a2k_1+a2kj> Jad, +Jagay + ...+ Jay g
: > ” >

2k k 2 2 ) 2
> '{j’\/ala2 358y [y 18y =K[aa.ay

¢o znameng, ze ak plati A =G, , potom aj A, =G, .

. . - o Xt Xy X
Nech teraz plati AG nerovnost pre nejaké keN, tj. 12 o k > 'fjxlxz...xk , chceme

ukdzat, ze platiaj pre n=k-1.

& +a,+.+a
k-1

Poloime X, =a;, X, =8y, ..., Xeq=a_4; X = . Potom

& +a,+..+3

& +a,+..+a  +

k-1 k e B
Z al~3.2-...~ak_l-
k k-1
a+a,+.+a a+a,+..+a
o122 klzk\/al~a2~...~ak_l~ 172 kL
k-1 k-1

3 +a,+..+a
k-1

k
qt+ay+.+3
( k_l Zal'az"ak_l

k-1
@( k_l Zal'az'...'ak_l<:> k_l Z al'az'...'ak_l,

¢o sme potrebovali ukazat.

Ohranicenie urcitého integrdlu

Znovu si na uvod povedzme, z ¢coho budeme vychadzat pri tretej dokazovej stratégii (pozri
[4]).
Veta. Nech fec(a;b), m= min f(x), M = max f(x). Potom

xe(a;h)

m(b—a)s? f(x)dx<M (b-a).

Ak tuto vetu (s jednoznacnou geometrickou interpretaciou) aplikujeme na funkciu f (X) ==
X
na intervale (a; b), pricom O<a<b, dostavame (1) 5 <ln=-<——2.

Prepiime teraz vztah A >G, do tvaru (A,)" >a -8, ...-a,. Navyse, dané &isla a,

(j=1,2,..,n) mozno usporiadat tak, aby pre nejaké keN platilo
(2) a<a,<..<a <A <a, <, ,<..<a,.

* Inym spdsobom, ako dokazat tuto nerovnost, je vyuZit Lagrangeovu vetu o strednej hodnote pre funkciu
F(x)=Inx nauvedenom intervale.
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Pomocou (1) a (2) dostaneme

-a -a —a
Ao, A, A Slni+lni+...+lni,
A, A, A, Cl] a a
k
—(a,+a, +...+a
resp. (3) KA (8 + 3, k)sln (A) .
A’I al‘az'ak
Zo vztahov (1) a (2) tiez mame
In ak+1+ln ak+2+m+|na_gak+l_A1+ak+2_A1 +...+an_A1,
A, A, A, A,
resp. (4) In ak+l'ak+2n;;<"'an S(ak+1+ak+2+"'+an)_(n_k)ph )
(A) A
lavd strana (3) apravad strana (4) je rovnaky vyraz, preto plati
k
R T R (Ah)

— <In
(A) YR PRUEE- W)

k
T R T R < (Ah)

(A ara.a

In

, Cize (vdaka monoténnosti funkcie y=Inx) ziskavame

zapis , odkial' uz dostdavame AG nerovnost.

Nerovnosti redlnych cisel

AG nerovnost sme vys$sie dokazali uz viacerymi spOsobmi, ale predsa len poklisme sa
minimalizovat naSu namahu avyuZit elementarnejsie stratégie. Skisme teraz wvyuzit
nasledovnu lemu (pozri [5]).

Lema. Nech su dané redlne Cisla  0<x <X,<X;; 0<y,<y,<Yy;. Potom
X, Y1+ X Yo +X3Y3 2 X Vi +Xo V) + XV = X Y3+ X Yo + X3y, kde Kk, I, m je lubovolnd
kombindcia ¢isel 1, 2, 3.

Zacnime tym, Ze zadané Cisla a;

i (J=1,2,..,n) usporiadame podfa velkosti,

prezname potom & >a, =...2a,.
a  a, 3a,...a,

Definujme teraz Cisla tvaru —, ——5 . =1 atiez Cisla k nim prevratené, t;j.
Gn Gn Gn
Gy, Gy G,

, y e, —— =1,
a aa, a,3,...a,

Ak zovSeobecnime uvedenu lemu, tak najmensiu moznu hodnotu suc¢tu sucinov dvojic Cisel
z prvej skupiny a z druhej skupiny dostaneme, ak vynasobime po rade najvacsie prvky z prvej
skupiny s najmensimi prvkami z druhej skupiny. Preto (hoci nedokaZzeme porovnat navzajom
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v, a a,a dqa,...a s vy . . . . v . .
gisla =, 1—22, . Lﬂ”; najvacsSiemu z nich zrejme odpoveda najmensia prevratena
Gn Gn n
hodnota atd.) méZeme pisat
2 n n-1
n_ﬁ%JralaZ G, L Aeay G, LA Al %Jr L 48,8 G,

—_ 2 s n —_ 2 e n ’
G, a G axy G," aa.a, G, G~° & G," &dy.dy s

a a a
resp. N<—+4+—2 4.+

n n n

, odkial'uz vyplyva, ze G, <A, .

Euklidova veta

Posledny dékaz sa mozno nie celkom hodi k predoslému textu, kedZe ho vykoname len pre
pripad dvoch cisel. Avsak pri hladani jednoduchsich dokazov sa prirodzene dostavame aj ku
geometrii, ktora nam pomaze svojou nazornostou. Vyuzijeme Euklidovu vetu o vyske.

Veta. Obsah Stvorca zostrojeného nad vySkou pravouhlého trojuholnika sa rovna obsahu
obdiznika zostrojeného z oboch tsekov prepony, tj. v2 = C,-Cp-

VyuZime oznacenia zobr. 1. Zostrojme Talesovu kruznicu so stredom vbode Snad
priemerom AB, trojuholnik ABC je potom pravouhly. Podla Euklidovej vety o vySke potom

plati, ze v2=|PC|* =| AP|-| PB|=a,-a,, tife v=\la -a,.

v , . e avwe v . . a, +a
Aviak tato hodnota nie je va&sia ako polomer kruznice, tj. v<|SD|=-1—%.

" , .  +a. . ., Y -
Spojenim tychto faktov dostadvame a/al-a2 S%, resp. respektujuc nase doterajsie

znalenie plati G, <A, .

ai as

Obrazok 1
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Zaver

V matematike pozname viacero druhov priemerov z n nezapornych realnych Cisel a;.

Okrem uZ spomenutych, moézeme pridat harmonicky priemer Hp, ¢i kvadraticky priemer K.
Pritom plati H,<G, <A, <K,. Vlanku sme ukazali réznymi technikami platnost
prostredného vztahu, pricom sme sa snazili o isti rozmanitost — pouZili sme matematicku
indukciu (ako jeden zo zakladnych typov dbékazov ma tematike), vlastnosti urcitych
integralov, vlastnosti redlnych cCisel a operacie nasobenia, ¢i napokon sme si situaciu
zjednodusili a preniesli do dvojrozmernej roviny. Na kazdom type dokazu sa da ocenit jeho
ista matematickd krdsa, i uz ho povazujeme za prili$ zloZity ¢i prili§ jednoduchy. Zaroven
mbZeme dufat, Ze Citatel (Student matematiky) si tam najde ten ,,svoj“ oblUbeny.
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