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Abstract

The notion of the mapping belongs to the basis of mathematics. It is the key notion for students of
mathematics on universities especially for incoming teachers of mathematics. Many students have appreciable
problems with mapping operations. It is evident in situations when it needed to devise a mapping with
predetermined properties. The students have difficulty deeper understanding of a composite mapping. Their
knowledge does not go deep and to substance. The mathematical thinking in a work with mappings is formed
by construction tasks about mappings with given properties in the paper.
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Uvod

Pojem zobrazenia patri do zdkladov matematiky. Na strednej Skole ho Specidlne nahradza
pojem funkcie, pretoze sa tu viac menej uvazuju iba niektoré elementarne funkcie realnej
premennej, ¢o uz neplati pre matematickd olympiadu. Na vysokej Skole, zvlast pre buducich
ucitelov matematiky, je to klucovy pojem, ktory je pouzivany v kazdej matematickej
discipline. Vediet operovat so zobrazeniami patri do zdkladnych znalosti kazdého, kto
pouziva matematiku. Operovat so zobrazeniami vsak Studentom robi znacné problémy. Este
vacsie problémy maju pri Ulohach, v ktorych treba skonstruovat zobrazenie s vopred danymi
vlastnostami. Priinu treba hladat vtom, Ze pojem zobrazenia azloZeného zobrazenia
nemaju vzity. RieSia (a mozno ani to nie) iba rutinné ulohy o zobrazeniach, ich poznatky su
povrchné, nejdi do hibky a podstaty (Vrabel [2], 2005). V tomto prispevku sa snazime
formovat matematické myslenie v narabani so zobrazeniami prostrednictvom konstrukénych
Uloh o zobrazeniach s danymi vlastnostami.

Zakladné pojmy a oznacenia

Relacia f, f © A X B, sa nazyva zobrazenie z mnoZiny A (mnoZiny A) do mnoziny B, ak ku
kazdému x z mnoZiny A existuje najviac (préve jeden) prvok y z mnoziny B tak, ze [x,y] € f.
Ak f je zobrazenie z mnoziny A do mnoziny B a [x,y] € f, tak x nazyvame vzorom k prvku y
ay nazyvame obrazom prvku x vdanom zobrazeni. PiSeme tiez, ze y = f(x). MnoZinu
{x € A; 3y € B [x,y] € f} nazyvame definiény obor zobrazenia f aoznatujeme D(f).
Mnozinu {y € B; 3x € A [x,y] € f} nazyvame obor hodnét zobrazenia f aoznadujeme
H(f). Ak H(f) = B, tak hovorime, Ze f je zobrazenie z mnoZiny A na mnozinu B. Zobrazenie
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f mnoziny A do mnoZiny B (teda ak D(f) = A) budeme oznacovat f: A - B. Uvedomme si,
Ze kazdé zobrazenie f z mnoZiny A do mnoZiny B je aj zaroveri zobrazenim mnoziny D(f) na
mnoZzinu H(f). Zobrazenia f: A = B, g: C = D sa rovnaju prave vtedy, ked A = C a f(x) =
g(x) pre kazdé x € A. Ak zobrazenie f: A — B je prosté, tak ho nazyvame injekcia. Ak pre
zobrazenie f: A — B plati H(f) = B, tak ho nazyvame surjekcia. Ak zobrazenie f: A = B je
sucasne injekcia aj surjekcia, tak ho nazyvame bijekcia. Ak f:A—> B, X € A, Y € B, tak
mnozinu {y € B; 3x € Xy = f(x)} nazyvame obrazom mnoziny X vzobrazeni f
a oznacujeme f(X) a mnozinu {x € 4; f(x) € Y} nazyvame vzorom mnoziny Y v zobrazeni f
a oznatujeme f_;(Y). Ak je napriklad zobrazenie f:R - R dané rovnicou y = x% a X =
(—1,2), Y =(1,4), tak f(X) =(0,4) a f_1(Y) =(—=2,—-1)U(1,2). Nech f:A > B, X;,X, S
A, Y,,Y, € B. Potom platia nasledujuce vztahy (Salat [1],1986):

fXLUXy) = fFX) U f(X), FX1NXy) € F(X)NFX2), F(Xy) — f(X2) € f(X1 — X3),
f-1(MUX,) = fLi(Y) U o (Yy), foa(inYy) = fo(Y) N f_1(Y2),
f—1(Y1) - f—1(Y2) = f—1(y1 - 1).

Vztahy pre zjednotenia a prieniky mozno zovseobecnit: ak X; € A, Y; € B, t € T (indexova
mnozina), potom

fUter Xe) = Urer f(Xe), f(Neer Xe) € Neer f(Xe),
f-1(Uter Y2) = User f21(Y), fo1(Neer Ye) € Neer fo1 (Ye).

Zlozenym zobrazenim zobrazeni f:A —> B, g:B — C je zobrazenie h:A - C, kde h =
{[x,z] € AX C;z = g(f(x))}. Zobrazenie h budeme oznacovat g o f. Skladanie zobrazeni je
asociativne, teda pre fubovolné zobrazenia f:A - B, g:B - C, h:C > D platiho (go f) =
(hog)o f. Zobrazenie f:A — A, pre ktoré plati f(x) = x pre kazdé x € A, sa nazyva
identické zobrazenie aoznacujeme ho idy. Ak f:A — B je prosté, potom {[y,x] € B X
A; [x,y] € f} je zobrazenie mnoziny H(f) do mnoziny A, ktoré nazyvame inverznym
zobrazenim k zobrazeniu f a oznacujeme f~'. Zrejme f "t o f = id,, f o f 7! = idy(p).

Konstrukcné ulohy o zobrazeniach

Budeme sa zaoberat problémovymi ulohami, v ktorych bude treba zostrojit zobrazenia
s vopred danymi vlastnostami. Teda nebudeme riesit rutinné Glohy typu : Je dané zobrazenie
(funkcia). Dokazte, Zze ma taku a takd vlastnost, pripadne vysetrite jeho vlastnosti. Budeme
Casto uvazovat nekonec¢né postupnosti, ¢o su vlastne Specidlne zobrazenia mnoziny N do
nejakej mnoziny A. Ak f: N — A, tak po oznaceni f(n) = a,, n € N, dostdvame postupnost
{antn=1-

Uloha 1. Néjdite také zobrazenia f:N > N, g:N > N, i: N> N, aby foh=gohale f #
g.

Riesenie. Pri rieseni tejto Ulohy si treba uvedomit, Ze rozhodujicu Ulohu hra obor hodnot
zobrazenia h ito, ako je definované zloZzené zobrazenie. Ak totiz H(h) # N, tak prvky N —
H(h) sa pri aplikacii zobrazeni f,g nepouZiju apreto hodnoty f(n), g(n) méiu byt
lubovolné. Teda napriklad, ak h(n) =n+ 2, tak H(h) = {3,4,5, ...} = N — {1,2}. Staci
poloZit f(1) =f(2)=1, g(1) =g(2)=2 af(n) =gn) =n pre kazdé n€N, n > 3.
Potom pre kazdé n € N plati

(feh)(n) = f(h(n) =f(n+2) =n+2=gn+2)=g(h(n) = (goh)n),
tedafoh=gohalef #g.
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Vadsina Studentov nevie vyriesit Ulohu 1 hlavne preto, Ze uvazuju iba také funkcie f, g, ktoré
su definované na celej mnozine N jednym predpisom. Schopnosti riesit ulohu 1 by iste
napomohol poznatok o krateni ,sprava“ v pologrupe (P,0), kde P oznaduje mnozinu
vietkych zobrazeni nejakej pevnej mnoziny X do X, X je aspon dvojprvkovd mnozina, a o je
operacia zloZenia zobrazeni. Pre f, g, h € P totiZ plati:
(Vf,gEPfoh=goh= f = g) < hjesurjekcia.
Nech h: X — X je surjekcia. Nech f,g € P a f oh = goh. Klubovolnému y € X existuje
také x € X, Zze h(x) = y. Potom
fO) =f(r(X) = (f e W)(x) = (g o (%) = g(h(x)) = g(»),
tedaf =g.
Naopak, ak h nie je surjekcia, tak postupujeme podobne ako v tlohe 1. Existuje x, € X, ktoré
nepatri do H(h). Definujme zobrazenia f, g € P takto:
f(x) =g(x) =xprekazdé x € X — {x,}; f(x0) = x0, g(x0) = x1, X1 € X, X1 # X,.
Potomfoh=goh,ale f #g.
Uloha 2. N3jdite také zobrazenia f:N > N, g:N > N, : N> N, aby ho f =hog ale f #
g-
Riesenie. V tomto pripade si treba zase uvedomit, Ze rovnost h(f(n)) = h(g(n)) moéze
platit aj pre nejaké n € N, pre ktoré f(n) # g(n). Moze to nastat, ked' h nie je injekcia. Staci
zvolit f, g, h napriklad takto: f(n) = n pre kazdé n € N, g(1) = 2, g(n) = n pre kaizdé n €
N—-{1}, h(1) =h(2) =1, h(n) =n pre kazdé n €N —{1,2}. Potom (hef)(n)=
(hog)(n)=1pren=1,2a (hof)(n) =(heog)(n) pre kazdé n € N —{1,2}, teda ho
f=hog,alef # g, pretoze f(1) # g(1).

Schopnosti riesit tlohu 2 by mohol napom&ct poznatok o krateni ,zlava“ v pologrupe (P,o),
ktord sme uvaZovali za Ulohou 1. Pre f, g, h € P totiz plati:

(Vf,g€EPhof =hog= f=g) < hjeinjekcia.

Nech h: X — X je injekcia. Potom existuje inverzné zobrazenie h™*: H(h) - X. Nech f,g €
Pa hof =hog.Potom pre kazdé x € X plati:

fx) = idy(f(x) = (W o h)(f(x) = 7 ((ho H(X)) = 7 ((h o 9) (X))
= (Rt o ) (g(x)) = idx(g(x)) = g(x),
tedaf =g.

Naopak, ak h nie je injekcia, tak postupujeme podobne ako v ulohe 2. Existuju x;,x, € X,
Xy # Xy, Ze h(x;) = h(xy). Definujme f,g € P napriklad takto: f =idy, g(x1) = xo,
g(x) = xprekazdéx € X — {x,}. Potomho f = hog,ale f # g, pretoze f(x;) # g(xy).
Uloha 3. Nech f, g st zobrazenia neprazdnej mnoziny X do mnoZiny X a g o f = idy. Potom
f je injekcia a g je surjekcia.

Riesenie. Najskor dokazeme nepriamo, Ze f je injekcia. Keby zobrazenie f nebola injekcia,
tak by existovali také roézne prvky x;,x, € X, pre ktoré by platila rovnost f(x;) = f(x;).
Potom by platilo:

X = dy (%) = (g ° f)(x1) = g(f (1)) = g(f(x2)) = (g ° )(x2) = x2
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a to by bol spor. To, Ze g je surjekcia, dokazeme tiez nepriamo. Keby g nebola surjekcia, tak
by existovalo také x, € X, Ze pre vetky y € X by platilo g(y) # x,. Potom ale

Xo = idy(xo) = (g o f)xp) = g(f(xo)) = 9g(o) # Xo
to by bol spor.
Uloha 3 dava navod ako vyrieit nasledujicu tlohu.

Uloha 4. N&jdite také zobrazenia f:N - N, g:N - N, aby g o f = id y, ale aby f, g neboli
bijekcie.

Riesenie. Staci vhodne zvolit f, g tak, aby f bola injekcia, ale nebola surjekcia a g bola
surjekcia, ale nebola injekcia. Tak napriklad zvolme f, g nasledovne: f(n) = n + 2 pre kazdé
n € N. Zobrazenie f je injekcia ale zrejme nie je surjekcia N na N. Vzhladom na rovnost g o
f = idy je zobrazenie g jednoznaéne urcené pre Cisla z mnoziny N — {1,2}. Musi platit
gn) =n—2 pre kazdé n € N —{1,2}. Polozme g(1) = g(2) = 1. Potom zrejme g je
surjekcia ale nie je injekcia, pretoze napriklad g(1) = g(3).

Cely rad vhodnych uloh mozno formulovat o vzoroch a obrazoch mnoizin.

Uloha 5. Nech f: A - B, X;,X, € A. Dokézte inkluziu f(X; N X;) € f(X;) N f(X,). Dokaite
tieZ, Ze rovnost nastane prave vtedy, ked zobrazenie f je prosté.

Riesenie. Plati:
yEfXinX) e FxeX;nX,y=f(x)
?((Elx€X1y=f(x))/\(EIxEX2y=f(x)) © (Y EfX) ANy Ef(X)

ey € fX) N fX).
Implikacia s hviezdickou sa da obratit, ak zobrazenie f je prosté. Ak f nie je prosté, tak
existuju rézne prvky x;, x, € A tak, ze f(x;) = f(x;). Polozme X; = {x,}, X, = {x,}. Potom
fX1nXy)=f(@) =0, f(X) N (X)) ={f(x)}, teda f(X; N X3) # f(X1) N fF(X2).

Uloha 6. Najdite taku funkciu f:R = R aintervaly J;,J, tak, aby mnozina f(J; N J,) bola
vlastnou podmnozinou mnoziny f(J;) N f(J,).

Riesenie. Vieme, Zze mame hladat medzi funkciami, ktoré nie si prosté. Vhodna by bola
napriklad parna funkcia. UvaZzujme funkciu y = x2. Sta¢i zvolit napriklad intervaly (—1,2),

Uloha 7. Najdite takd funkciu f: R — R, Ze ku kazdému readlnemu ¢&islu a existuju prave dve
Cisla x4, x, tak, ze f(x;) = f(x,) = a.

Riesenie. Keby sa malo jednat o zobrazenie z R do R, tak by to nebol Ziaden problém. Stacilo

by vziat napriklad funkciu y =log|x| pri hocijakom zdklade, alebo funkciu y =tg x

31T

v ’ , v, T s . / R . . .
uvazovanu napriklad na mnozine (— > 7) — {E} Funkcia f ma byt vSak definovana na celej

mnozine R. Prva funkcia, nech je to pre konkrétnost dekadicky logaritmus, je krieSeniu
najblizsie. TotiZ pre kazdé redlne Cislo a existuju prave dve Cisla ato 10%, —10%, pre ktoré
plati log |10%| = log | -10%| = a. Treba tuto fukciu pravda ale vhodne korigovat. Treba ju
dodefinovat v bode 0. Nech napriklad f(0) = 0. Tym vsak porusime podmienku pre funkciu
f: f(—=1) = f(0) = f(1) = 0, teda funkcia f by nadobddala hodnotu 0 az v troch bodoch.
Preto musime opravovat hodnotu v bode 1, nasledne v dalSich bodoch, najjednoduchsie
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v bodoch 2, 3, 4, ... . Posunieme hodnotu v bode n na hodnotu v bode n + 1 pre kazdé celé
nezaporné Cislo n. Teda prikladom hladanej funkcie je funkcia f definovana takto:

f(x)={ log |x|, x € R—NuU{0}

log |x + 1], x € NU {0}
Dalie konstrukéné ulohy mozno formulovat pre bijektivne zobrazenia.
Uloha 8. Najdite bijekciu f: N - Z.

RieSenie. MnoZiny N, Z rozloime na dve disjunktné mnoZiny: N = N, UN,,, kde N, (N;)

oznacuje mnozinu vsetkych parnych (neparnych) prirodzenych ¢isel; Z = N U Z;. Lahko
n

zostrojime bijekcie f1: N, - N, f,: N, - Zj. Staci polozit f;(n) = > = " EJ pre kazdé
n€N, a f,(n) = —nT_l = (D" BJ pre kazdé n € N,,, kde BJ oznacuje celd Cast Cisla 2

Takto f(n) = (1) EJ pre kazdén € N.

Z teoretickej aritmetiky je zname, Ze fubovolny interval redlnych cisel mozno bijektivne
zobrazit na [ubovolny interval. N3jst vSak konkrétnu bijekciu v niektorych pripadoch nemusi
byt lahka uUloha. Je to v pripadoch, ked' intervaly su réznych typov.

Uloha 9. Najdite bijekciu f: {a, b) = (a, b).

Riesenie. Najst taku bijekciu uréenu na intervale (a, b) jednym predpisom nie je mozné. Istu
nema patrit do oboru hodnét. MoZzno ho vsak korigovat zmenenim hodndt pre nekonecnu
postupnost bodov intervalu {a, b). Vy¢lefime z tohto intervalu rasticu postupnost bodov,
v ktorych zmenime hodnotu identického zobrazenia. Napriklad uvaZujme postupnost

{ay )=y, kde a, =a+ nT_l(b —a), n € N. Rozdelme interval {(a,b) na dve disjunktné
mnoziny: A = {a,; n € N}, (a, b) — A a definujme zobrazenie f takto:

f(x)={ X, x €{a,b)—A

An+1s x=a, €A

Dokdzeme, zZe f je priklad hladanej bijekcie. Nech x;, x, su lubovolné roézne prvky z intervalu
(a, b). Potom bud st oba z (a, b) — A, alebo z mnoziny A alebo jeden je z {(a, b) — A a druhy
je zA. Vprvom pripade f(x;) = x4 # x, = f(x;); vdruhom pripade x; = a,,, X, = a,,
m=n, f(x;) = ane1 # Aper = f(x3); vtretom pripade nech x; € (a,b) — A, x, €A,
potom f(x;) = x; €{a,b) — A, f(x;) €A a f(x;) # f(x,), pretoZze mnoziny (a,b) — A, A
su disjunktné. Takto sme dokazali, Ze f je injekcia. Zobrazenie f je aj surjekcia. Ak y €
(a,b), tak bud y € (a,b) — A alebo y € A —{a}. Vprvom pripade f(y) =y; vdruhom
pripade y = a,, pre nejaké n > 2, teda f(a,_,) = a,.

Uloha 10. Najdite bijekciu f: (—1,0) = (0, ).

Riesenie. Na zaciatku nekonstruujme hladanu bijekciu priamo. MozZno ju dostat zloZzenim
viacerych jednoduchsich bijekcii. Bijektivne mozno ,prechadzat” postupne intervalmi

(—=1,0), (0,1), (0,1), (0, o0):

fi: (=1,0) = (0,1), fi(x) = —x; f35:(0,1) = (0,0), f3(x) =~ -1,

1
x, x€(0,1) 10,2 .= .
f2:(0,1) - (0,1), fo(x) = ., o { 2’3 }

_—, x=—,nEN
n+1 n
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Potom hladana bijekcia je zobrazenie f, kde f = f3 o f5 o f;.

Predpis zobrazenia f ndjdeme tak, Ze najskor najdeme predpis zobrazenia f, o f; a potom

predpis f, f = f3 o (f2 © f1). Plati:

1 2 n—1
—x, xe(—1,0)—{o,—§,—§,...,— - }
(fz° f1)(x) = n n—1
, X = — ,nEN
n+1 n
C+1), x€(-10) {o t z _n-t }
—(= X € (— -0, —=,—=, ..., —
) ) ) 2’ ) ) )
(fro (o i) =9 * | 4 3 "
iy X =— ,nEN

Zaver

Schopnost pracovat efektivne atvorivo so zobrazeniami sa nedd ziskat iba rieSenim
rutinnych uloh. Studentom robia tazkosti hlavne zlozené zobrazenia. Okrem samozrejmych
zakladnych teoretickych vedomosti je potrebné samostatne riesit problémové ulohy a zvlast
konstruovat zobrazenia s vopred danymi vlastnostami.
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