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Abstract

Three principles of inductions hold in mathematics: mathematical induction, ordinal induction and induction in
continuum. There are two equivalent principles of the mathematical induction. Didactic aspects the application
of these equivalent principles are examined in the paper.
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Uvod

V matematike platia tri principy indukcii. Je to princip matematickej indukcie, princip
transfinitnej indukcie a princip indukcie v kontinuu (Salat [1], 1986). Na tieto principy potom
prirodzene nadvazuju po rade metdéda dokazu matematickou indukciou (zndma aj zo
strednej Skoly), transfinitna indukcia a metdda dékazu indukciou v kontinuu. Princip
transfinitnej indukcie plati v dobre usporiadanych mnoZinach a princip indukcie v kontinuu
plati v husto aspojito usporiadanych mnozZindch bez najmensieho a najvacésieho prvku.
KedZe Ziadna usporiadand mnozina nemoéze byt sucasne dobre aj husto usporiadana, tak
tieto principy vo vSeobecnosti nesuvisia. MnozZina prirodzenych cisel N resp. Ny, Ny = N U
{0}, s obvyklym usporiadanim su dobre usporiadané mnoZiny, preto princip matematickej
indukcie je Specidlnym pripadom principu transfinitnej indukcie. Na druhej strane pri
exaktnom (nie intuitivnom) dokaze toho, Ze mnozZina N je dobre usporiadand mnoZina, sa
nevyhneme pouZitiu principu matematickej indukcie. V tomto prispevku sa budeme zaoberat
predovsetkym didaktickymi aspektmi pouzivania metédy dékazu matematickou indukciou,
predovsetkym pouZitelnostou jej dvoch variant.

Teoretické vychodiska

Nech Z oznacuje mnozinu vsetkych celych ¢&isel a Z, = {n € Z; n > k}, kde k je nejaké pevné
celé Cislo. Uvedme teraz pouzivané principy indukcie v matematike.

PMI 1. Nech M <€ Z,, pricom plati:

(1) k € M;
(2) Akn € M, potomajn+1€ M.

Potom M = Z,.
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PMI 2. Nech M <€ Z,, pricom plati:

(3) ke M;
(4) Akn € Z;,a m € M pre kazdé m € Z;,, m < n, takajn € M.

Potom M = Z,.

Pozndmka 1. Principy PMI 1 a PMI 2 su ekvivalentné. Pre kazdud mnoZzinu M, M C Z,,
podmienky (1) , (2) platia prave vtedy, ked platia podmienky (3), (4). Zrejme z platnosti (3),
(4) vyplyva platnost (1), (2). Plati aj naopak. Ak by vyrok (4) neplatil, tak by existovalo také
celé Cislon, k <n,ze m € M pre kazdé m < n, ale n € M. Vezmime zo Z; najmensie Cislo
s takouto vlastnostou. Nech je to n,. Potomny, — 1 € M an, € M, teda neplati (2).

PTI. Nech A je dobre usporiadana mnoZinaa @ # M € A, pricom plati:

(5) Najmensi prvok mnoziny A patri do mnoziny M.
(6)Aky e Aax € M prekazdé x € A, x <y, takajy € M.

Potom M = A.

Pozndmka 2. VSimnime si, Zze predpoklad (3) v PMI 2 ((5) v PTI) vyplyva z predpokladu (4)
((6)). Totiz ak napriklad v (4) za n zvolime k, tak trividlne plati m € M pre kazdé m < k,
pretoze {m € Z,; m < k} = @. Podobne to je v pripade predpokladu (5) v PTI. Ina je situacia
v pripade pouZitia uvedenych viet. Vtedy platnost (3) resp. (5) treba overit, pretoZe obycajne
sa inak postupuje pri overeni (4) resp. (6) pre ostatné prvky mnoziny Z; resp. A.

PIK. Nech K je kontinuum a M < K. Nech plati:

(7) Existuje také @« € K,7e £ € M pre kaidé { € K , ¢ < a.
(8)Akp EKa& € Mprekaidé £ € K, & < f,tak existujetakéy €K,y > f,2eE €M
prekazdé § €K, & <.
Potom M =K.

Dékazy vietkych uvedenych principov indukcii mozno najst napriklad v publikdcii Salat [1].
Dolezitym prikladom kontinua je mnoZina redlnych Cisel R s obvyklym usporiadanim.

Z uvedenych principov vyplyvaju prirodzenym spésobom metédy dokazov pomocou
uvedenych indukcii. Jednd sa o dbkazy tvrdeni v tvare vSeobecného vyroku Vx € X V(x),
kde V(x) je vyrokova funkcia definovand na mnozine X, pricom X je mnoZina Z; alebo
dobre usporiadand mnozina A, pripadne kontinuum K. Stac¢i potom dokazat, Ze mnozina M,
urcend rovnostou

M={x€eX; V(x)}

ma v pripade X = Z; vlastnosti (1), (2) alebo vlastnosti (3), (4); v pripade X = A vlastnosti
(5), (6) alebo nakoniec v pripade X = K ma vlastnosti (7), (8). Aplikdcie metddy dokazu
indukciou v kontinuu st smerované predovsetkym do matematickej analyzy (Vrabel [2],
2002).

Veta 1. Nech @ #M C R . Oznalme M, = (—oo,&) N M pre lubovolné & € R. Nech
vyrokova funkcia V(x) definovand na mnozine M ma tieto vlastnosti:

(9) Existuje @ € R, Ze M, + @ a pre kazdé x € M, plati V(x).
(10) Ak pre kazdé x € Mg plati V(x) pre nejaké B € R, tak existuje také y € R, Ze f <y
apre kazdé x € M,, plati V(x).
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Potom pre kazdé x € M plati V(x).

Dékaz. Prevedieme nepriamo. Nech by existoval taky prvok x, € M, Ze by vyrok V(x,) bol
nepravdivy. Potom mnoZina B, B = {x € M; V(x)je nepravdivy vyrok}, by bola neprazdna.
Z predpokladu (9) vyplyva, Ze mnozina B je zdola ohrani¢ena, teda existuje infimum tejto
mnoZiny, oznatme ho f. Potom pre kaidé ¢ € Mg plati V(). Z predpokladu (10) vyplyva, Ze
existuje také y € R, Ze f <y apre kazdé x € M,, plati V(x). Potom aleinf B =y > 8, Co je
spor.

Pozndmka 3. Ak vo vete 1 za mnoZinu M vezmeme mnozinu Zj, tak dostdavame matematicku
indukciu ako dosledok vetyl ateda aj dosledok PIK, pretoze princip PIK je ekvivalentny so
spojitym usporiadanim mnoziny R (Vrabel [2], 2002).

Didaktické aspekty metddy dokazu matematickou indukciou

Predovsetkym si treba uvedomit, Ze nie kazdé tvrdenie tvaru Vx € Z; V(x) je vhodné alebo
mozné dokazovat matematickou indukciou. Uvedme na to priklady.

Problém 1. Dokazte, Ze pre kazdé prirodzené Cislo n plati:

n
(n+1)!

T+-+244 <2
2! 3!

Riesenie. Matematickou indukciou to nepojde. PouzZijeme metddu teleskopického suctu.

Takym je totiz sucet % + ; + -+ (1:1)! , pretoze pre kazdé prirodzené cislo k plati:
k _ (k+1)—1:i_ 1
(k+1)! (k+1)! k! (k+1)!°
Potom po dosadeni dostdvame:
n
1+E+3ﬁ"+m+1y
1 1 1 1 1 1 1 1
- 1+<E_Z)+<Z_§)+"'+<—(n—1)!_E)+<E_—(n+1)!)
=2- (nil)! < 2.

Problém 2. DokazZte, Ze kazdé prirodzené ¢islo n ma nenulovy nasobok, ktorého dekadicky
zapis obsahuje len cifry 0, 9.

Riesenie. D6kaz matematickou indukciou ani vtomto pripade nefunguje. Uvaiujme pre
prirodzené &islo n &isla 1, 10, 102, ..., 10™. Medzi tymito n + 1 &islami existuju aspori dve,
ktoré maju po deleni ¢islom n rovnaky zvysok. Ak su to ¢isla 10", 105, r > s, tak 10" = na +
k, 10°=nb+k, a>b, 0<k<n. Potom 10" —10°=n(a—»b) a 10" —10° je
pozadovaného tvaru.

Problém 3. Dokdzte, Ze fubovolnd (n+ 1) — prvkova podmnozina mnoziny {1,2,...,2n}
obsahuje dve nesudelitelné prirodzené Cisla.

Riesenie. Pre kazidé prirodzené Cislo k plati, Ze Cisla k, k + 1 su nesudelitelné. Ukdzeme, Ze
lubovolnd (n+ 1) — prvkovd podmnozina mnoziny {1,2,...,2n} obsahuje aspori jednu
dvojicu po sebe iducich Cisel (tvrdenie A). Vyuzijeme Dirichletov princip. Dva prvky z (n + 1)
— prvkovej podmnoziny mnoziny {1, 2, ..., 2n} padnu do niektorej z n mnozin {1,2},{3,4}, -,
{2n — 1,2n}. To ale znamen3, Ze su to po sebe iduce prirodzené ¢isla 2k — 1, 2k.
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Pozndmbka 4. Pri rieSeni problému 3 sme poutZili stratégiu predposledného kroku, teda sme
dokazali tvrdenie A, z ktorého uZz priamo vyplyva to, ¢o sme mali dokdazat. Pravda tento
predposledny krok mozno ciasto¢ne previest aj matematickou indukciou. Pre n = 1 tvrdenie
A plati, pretoze dvojprvkova podmnozina mnoziny {1, 2} je prave tdto mnozina. Nech A plati
pre nejaké prirodzené C¢islo n. Vezmime [ubovolnd (n+ 2) — prvkovd podmnoZinu
{ay,ay, ..., Qptq, Apen} mnoziny {1,2,...,2n, 2n + 1,2n + 2}. Predpokladajme uz, Ze a; <
Ay < < Appq < Apyo. Ak {aq,ay,...,a,41} je podmnoZinou mnoziny {1,2,...,2n}, tak
vyuZijeme indukény predpoklad. V opatnom pripade a,,; = 2n+1 anasledne a,;, =
2n + 2. Teda tvrdenie A plati aj pren + 1.

Je viacero inych problémov, ktoré sa rieSia pouzitim Dirichletovho principu namiesto
matematickej indukcie iked sa zdanlivo zda, Ze by sa mohla pouZit. Napriklad je to aj
nasledujuci problém: Dokazte, Ze pre lubovolné prirodzené Cislo n lubovolnd (n+ 1) —
prvkova podmnozina mnoziny {1,2,...,2n} obsahuje dve ¢isla, z ktorych jedno deli druhé
(rieSenie mozno najst aj v publikacii Vrabel [3], 2005).

Problém 4. Dokazte, Ze pre lubovolné prirodzené &islo n, n = 6, plati, Ze lubovolny Stvorec
mbZeme rozrezat na n Stvorcov, z ktorych niektoré mézu mat rovnaké dlzky stran.

Riesenie. Indukény predpoklad, Ze pre pevné prirodzené cislo n, n = 6, mozno lubovolny
Stvorec rozrezat na n Stvorcov, nedava Ziaden navod ani vychodisko na dékaz podobného
tvrdenia pre prirodzené ¢islo n + 1. Totiz minimalny pocet Stvorcov, na ktory je moino
rozrezat fubovolny Stvorec, je Styri. To ale uz dava isty ndvod, ako by sme mohli postupovat.
Ak vieme rozrezat Stvorec na n Stvorcov, tak ho vieme rozrezat na n + 3 Stvorcov. Staci
jeden z n stvorcov nahradit Styrmi rovnakymi Stvorcami, na ktoré ho rozrezeme. Potom vsak
vieme rozrezat Stvorec aj na n + 6, n + 9, vieobecne na n + 3k, k je lubovolné nezaporné
celé &islo (to uz lahko dokdzeme pomocou PMI1 vzhladom na k). Teraz si uvedomme, Ze
kazdé prirodzené Cislo n, n = 6, sa da jednoznacne vyjadrit v jednom z tvarov 6 + 3k, 7 +
3k, 8 + 3k, kde k je nejaké nezdporné celé Cislo. Totin=6+ (n—6), n—6 =3k +7,
r € {0,1,2}. Akr = 0, takn = 6 + 3k; akr = 1, tak n = 7 + 3k; nakoniec ak r = 2, tak n =
8 + 3k. Na zaklade predchadzajlucej Uvahy staéi teda dokdzat tvrdenie pre n € {6,7,8}.
Rozrezanie Stvorcov poZadovanym spdsobom v tychto pripadoch je na nasledujucom
obrazku.

o 8
) 9 3
1 7
5
1| 5 6
1
2 3 4 6 | 7 2 | 3| 4| 5

Porovnajme teraz ucinnost ddékazu matematickou indukciou na zdklade principov PMI 1
a PMI 2. Tieto principy su sice ekvivalentné ale matematicka indukcia na zaklade PMI 2 je
univerzalnejSia. Teda existuju situdcie, ked napriklad vyrok Vn € NV(n) dokdzeme
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pomocou PMI 2, ale pomocou PMI 1 to nejde alebo je to komplikovanejSie. Uvedme na to
priklady.

Problém 5. Kazdé prirodzené Cislo vacsie ako 1 moZno vyjadrit v tvare sucinu nejakych
prvocisel.

Riesenie. Pre n = 2 tvrdenie plati, pretoze jedno prvodislo pokladdme tiez za sucin prvocisel.
Nech kazdé prirodzené Cislo mensie ako nejaké pevné prirodzené ¢islo n (n = 3) mozno
vyjadrit v tvare sucinu niektorych prvodisel. Dokazeme, Ze aj Cislo n mozno takto vyjadrit.
Staci uvazovat, Ze Cislo n je zloZzené. Potomn =ab, 1 <a <n,1< b <n.Na éislaa,b sa
uz vztahuje indukény predpoklad, teda a = p; " Py " " Prs b = P41 " Praz " " Pm, kK <M,
D1, P2, - » Pm SU prvocisla. Potoma = p; " py " P

Pozndmka 5. Dokazat tvrdenie v probléme 5 pomocou PMI 1 sa neda. Uvedené tvrdenie je
Ciastocnym vysledkom vety, ktord sa v minulosti nazyvala zakladna veta aritmetiky: Kazdé
prirodzené Cislo n vacsie ako 1 sa da jedinym spdsobom vyjadrit v tvare

— %1, %2, Ok
n=p;, "p, Py,

kde p; <p, < -+ <p, su prvolisla a a;,ay,..,a; suU prirodzené Cisla. Jednoznacnost
uvedeného vyjadrenia sa nedokazuje matematickou indukciou.

Problém 6. Nech z je prirodzené Cislo vacsie ako jedna. Kazdé prirodzené cislo mozno
jedinym spdsobom vyjadrit v tvare

(11) az® + a1z 1+ +az+ay,
kde k, ay, ax_q, ..., @y sU celé nezdporné Cisla, a, #0,0<a; <z, i=0,1,..., k.

Riesenie. Obe casti ddkazu tvrdenia (existencia aj jednoznacnost) je vyhodnejsie urobit
pomocou PMI 2. Najskor teda dokdzeme, Ze kazdé prirodzené cislo mozno v tvare (11)
vyjadrit. Pre n = 1 tvrdenie plati: ap = 1, k = 0. Predpokladajme, Ze kaZzdé prirodzené Cislo
mensie ako nejaké pevné prirodzené Cislo n (n = 2) sa da vyjadrit v tvare (11). DokaZzeme,
Ze aj Cislo n sa da vyjadrit v tvare (11). Zo zndmej vety o deleni so zvySkom vyplyva existencia
takych nezapornych celych cisel b,c,zen=zb+c,0<c<z.Ak b =0, tak n = c ateda
k=0, ap =n. Ak b # 0, tak cislo b je prirodzené ¢islo mensie ako n ana zaklade
indukéného predpokladu ho mozno vyjadrit v tvare

b=dyz¥+dy_1z" '+ +diz+dy,d, #0,0<d;<zi=0,1,..,k.
Potom n =zb + ¢ = dpz"** + dy_1z% + - + dy2% + dyz + c. Staéi polofit ay =c, a; =
do,ay =dq, ..., A = dy_q, Q41 = dg.
Teraz dokazeme jednoznacnost vyjadrenia (11). Pre n = 1 tvrdenie plati, pretoze okrem
vyjadrenia ay = 1, k = 0, iné neexistuje. Nech jednoznacnost vyjadrenia plati pre kazdé
prirodzené Cislo mensie ako nejaké prirodzené Cislo n (n = 2). Dokazeme, Ze aj n sa da
v tvare (11) vyjadrit jedinym spésobom. Nech

n=az"+ ap_1z" 1+ -+ a1z +ay = bgz® + bg_1z5"1 + -+ byz + by,
kde a;, b; vyhovuji danym podmienkam vyjadrenia (11). Z vety o deleni so zvySkom vyplyva,
Ze
n=z(apz" '+ ap_1z"?++a)+ta,=zA+a,0<a, <z

n=z(bgz5 '+ bg_1z5%+ -+ b))+ by =2zB+by,0=< by <z
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Vyjadrenien =zq + 1, 0 < r < z, je mozné iba jedinym spésobom, preto A = B a a, = b,.
Ale A <n apreto ho zindukéného predpokladu uz mozino jedinym spésobom vyjadrit
vtvare (11). Preto k =s a a; = b;, i =1, 2,..., k. Odtial uz vyplyva, Ze aj pre n existuje
jediné vyjadrenie v tvare (11).

Pozndmka 6. Tvrdenie v probléme 6 je kliCové pre jednoznaéné vyjadrenie kazidého
prirodzeného Cisla v tzv. z-adicke] pozi¢nej sustave.
Zaver

Predovsetkym vo vyucbe matematiky sa kvoli jednoduchsej indukénej podmienke Castejsie
vyuZiva dokaz matematickou indukciou zaloZzeny na principe PMI 1 ako ten, ktory je zaloZeny
na PMI 2. Z hladiska univerzalnosti je vSak PMI 2 Gcinnejsi. Pri zachovani predpokladu (3)
mozeme podmienku (4) ekvivalentne nahradit nasledujicou podmienkou: akn € Z; a m €
M pre kazdé m € Z,, m < n,takajn+ 1 € M.

Literatura

[1] Salat, T. — Smital, J. 1986. Tedria mnoZin. Bratislava: Alfa, 1986.

[2] Vrabel, P. 2002. O dékazovej technike v elementdrnej analyze vyuZivajicej princip
indukcie v kontinuu. In: Acta Math. 5, FPV UKF, Nitra, 2002, 91-97, ISBN 80-8050-562-4.

[3] Vrabel, P. 2005. Heuristika a metodolégia matematiky. Nitra: FPV UKF, Edicia
Prirodovedec €. 165, 2005, ISBN 80-8050- 840-2.



