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Abstract

The mathematical strategy analogy is the frequently used method on problem solving and on an executing of
various mathematical proofs. The possibilities usage of this strategy are analysed in various mathematical
branches in the submitted contribution. The effectiveness of the method in question is illustrated via solutions
of several miscellaneous mathematical problems.
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Uvod

V matematike casto skimame rézne skupiny objektov, pricom sa moézZe stat, Ze niektoré
vlastnosti istej mnoziny objektov maju svoju analégiu (su podobné) vo vlastnostiach inej
mnoZziny objektov. Typické priklady najdeme hlavne v geometrii. Ak niektoré mnoziny
objektov su analogické, tak uz nemusi byt Ziadnym prekvapenim, Ze isté vlastnosti a vztahy v
jednej skupine objektov maju svoju analdgiu vo vlastnostiach a vztahoch v druhej skupine
objektov. Potom identifikaciu tychto vlastnosti a vztahov ziskavame pouZitim matematickej
metddy — stratégie pouZitia analogického (podobného) problému, struéne stratégie analdgia
( Kopka [1], 2004; Polya [2], 1973; Vrébel [3], 2005).

Analdgia v matematike

Analdgia je isty druh podobnosti. Uvazujme napriklad priamky v rovine ako jednu mnozinu
objektov aroviny v priestore ako druhd mnoZinu objektov. MdZeme poloZit nasledujicu
otazku: Aky je minimalny pocet priamok, ktoré v rovine urcuju ohrani¢eny geometricky
Utvar? Zrejme jedna priamka, ani Ziadne dve priamky v rovine neurcuju ohraniéeny rovinny
Utvar. Tri r6znobeiné priamky neprechdadzajuce jednym bodom a leZiace v jednej rovine
urcuju ohraniceny rovinny uUtvar ato trojuholnik. Analogicky je to s rovinami v priestore.
Minimalny pocet rovin, ktoré uz uréuju ohraniceny Gtvar v priestore, je $tyri. Styri roviny,
z ktorych Ziadne dve nie su rovnobezné a vsetky Styri neprechadzaju jednym bodom, urcuju
Stvorsten. Potom medzi trojuholnikom v planimetrii a Stvorstenom v stereometrii je
analdgia, ¢o (ako uvidime v nasledujucej ¢asti) vedie k analogickym vlastnostiam.

*Corresponding author; email: pvrabel@ukf.sk
DOI: 10.17846/AMN.2017.3.1.1-7


mailto:pvrabel@ukf.sk

2 Acta Mathematica Nitriensia, Vol. 3, No. 1, p. 1-7

V matematike hovorime ¢asto o podobnosti réznych operacii. Je to vtedy, ked sa napriklad
rézne operacie ,riadia podla tych istych pravidiel“. Napriklad scitovanie aj ndasobenie
redlnych Cisel je komutativne aj asociativne. NavySe ¢éislo O v operacii sCitovania hra
analogicku ulohu ako Cislo 1 v operacii nasobenia.

Analogickd vlastnost méZeme najst aj vinych mnoZinach objektov. Vezmime [ubovolnu
mnozinu A a systém vsetkych jej podmnozin P (A). Na mnozine P(A) uvazujme dve binarne
operdcie: zjednotenie (U) a symetricka diferencia (+). Pre kazdé mnoziny X,Y,Z € P(A)
plati

XuY=YUX, XuY)uzZ=Xu((Yu?2Z2),
X+Y=Y+X, X+V)+Z=X+ (Y +2),
Xuo=X,X+-0=X.

Operacie U, + su teda komutativne aj asociativne a prazdna mnozina @ hrd v tychto
operdciach analogicku ulohu ako 0 (1) v operacii scitanie (ndsobenie) realnych Cisel.

Uvazujme v rovine pevny bod S, mnoZinu T vSetkych otoceni v tejto rovine so stredom
vbode S aoperaciu skladania otoceni. Je zrejmé, Ze tato operdcia je na mnozine T
komutativna aj asociativna a otocenie o 360° hra podobnu ulohu ako 0, 1 resp. @ v hore
uvedenych operéciach.

Analégie operacii v matematike viedli ku vzniku vyznamnych algebraickych teérii, ktoré
pracuju s pojmami ako su grupoid, pologrupa, grupa, okruh a podobne.

S pojmom analdgie suvisi eSte jeden matematicky pojem, ktory sa nazyva dualita. Postavenie
operdacii sCitania a nasobenia redlnych Cisel je v pripade distributivneho zakona rozdielne. Pre
lubovolné realne Cisla a, b, ¢ plati a(b + c) = ab + ac, ale vo vseobecnosti neplati rovnost
a+ (bc) = (a + b)(a + c). Uvedené operacie nemozno vtomto pripade zamenit, ako to
bolo v pripade komutativheho a asociativneho zdkona. Uvazujme vsak ina situaciu. Pre
[ubovolné mnoziny A, B, C platia rovnosti

AAB=BAA (AAB)AC=AA(BAC),
(AAB)mC = (AmC) A (BuC),

kde za znaky A, m mdzZeme dosadit fubovolné z mnoZinovych operacii U, N. Plati viak este
viac. Nech E je lubovolnd pevne zvolena zakladnd mnozina. Komplement mnoziny A € P(E)
v zakladnej mnozine E oznalime A. Ak plati akdkolvek mnoZinova rovnost, v ktorej
vystupuju lubovolné mnoziny z potenénej mnoziny P(E) alen operacie zjednotenia,
prieniku a komplementu, tak vzdjomnou zamenou znakov operdacii U, N avzajomnou
zamenou mnozin @, E, dostaneme opat pravdivi mnoZinovld rovnost. Operacie U, N
a mnoziny @, E su v struktare (P(E),U, N,’, @, E) dudlne. Uvedend Struktira je mnoZinovy
model algebraickej Struktury, ktora sa nazyva boolovska algebra.

V tejto suvislosti treba uviest este jeden dolezity model boolovskej algebry, nazvime ho
logicky. Nech A je mnozZina, ktord obsahuje vSetky vyrokové premenné

p; CI; rl S; pl; qb rl) Sl) Tty pn: qn' r‘l’ll Snl )

dalej obsahuje vSetky formuly vyrokového poctu vytvorené z vyrokovych premennych
pomocou logickych spojok vV, A a ’ (znak negacie) a Ziadne iné prvky. Oznaéme 0 = p /\p',
1=p Vp' ainterpretujme ekvivalenciu formul vyrokového poctu ako rovnost. Ak
v pravdivej rovnosti formul vzajomne vymenime logické spojky V, A avzajomne vymenime
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prvky 0 a 1, tak dostaneme opét pravdivi rovnost. Operdacie V, A a prvky O, 1 su v Struktdre
(A, V, A, 7, 0,1) dudlne.

Aplikacie stratégie analdgia pri rieSeni problémovych tloh

Problém 1. Nech X je fubovolny vnutorny bod trojuholnika ABC. Vedme bodom X priamky
rovnobezné so stranami tohto trojuholnika. Dostaneme tri nové trojuholniky A;B;X, XB,C5,
A3XC3, ktoré su podobné trojuholniku ABC ( obr.1). Nech P;, P,, P; si po rade obsahy
tychto trojuholnikov a P je obsah trojuholnika ABC. Najdite vztah tychto obsahov. Vyslovte
analogické tvrdenie pre Stvorsten.

Riesenie. Ak lubovolné trojuholniky ABC, ABC st podobné s koeficientom podobnosti k =
%, tak ich obsahy st v pomere kZ2.

Obrazok 1

Pre obsahy P;, P,, P;, P teda plati:
Py _ yP1 _ |A1By| P2 _ |XBy| P3 _ |A3X|
P NP -

|AB|’ VP ~ |AB|” VP ~ |4B|’

JP1+/Pa+/P3 __ |A1B1|+|XBy|+|A3X| _ 1
VP |AB| )

Odtial vyplyva, Ze
VP =./P, + /P, +./P;.

Analogické tvrdenie pre Stvorsten bude vychadzat z toho, Ze pomery objemov podobnych
telies s koeficientom podobnosti k sa rovnd k3. Nech X je lubovolny vnutorny bod
Stvorstena ABCD. Vedme tymto bodom roviny rovnobezné so stenami Stvorstena. Tieto
spolu so stenami vytvaraju Styri Stvorsteny, ktoré si podobné stvorstenu ABCD. Oznaéme
ich objemy V;,V,, V3, V,. Objem Stvorstena ABCD oznaCme V. Potom plati

W =3y + Vo +3vs + 3V,

Problém 2. Obsah P trojuholnika sa rovna Ccislu %pr, kde p je obvod trojuholnika ar je

polomer kruznice vpisanej do tohto trojuholnika. Vyslovte analogické tvrdenie pre objem
Stvorstena.
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Riesenie. Ak S je stred kruZnice vpisanej do trojuholnika ABC, 7 je jej polomer a P;, P,, P5 su
po rade obsahy trojuholnikov SAB, SBC, SCA, tak

P=P, +P,+P; = %rlABI +%r|BC| +%r|CA| = %pr,

kde p je obvod trojuholnika ABC.

Nech S je stred gule vpisanej do Stvorstena ABCD, ktory ma objem V. Nech r je polomer
vpisanej gule a V;, V,,V5,V, su po rade objemy Stvorstenov ABCS, ABDS, BCDS, ACDS.
Oznacme P, P,, P;, P, po rade obsahy trojuholnikov ABC, ABD, BCD, ACD. Potom plati:

V=V1+ V2+V3+V4 =%rP1+§TP2 +%TP3 +§TP4 =§PT,
kde P je povrch Stvorstena.

Problém 3. Pre kaidé prirodzené Cislo n plati 22=1ﬁ< 1. Dokazte, Ze pre kazidé

prirodzené Cislon, n > 1, plati

1 1 1
(1+5)(1+5) - (1+75) <2
Riesenie. Pre kazdé prirodzené Cislo n plati :
> s o, o) (-3 G5
k_lk(k+1)_ k=1 \k  k+1) 2 2 3

PouZijeme analogicki metdédu pre sucin:

<1+1)<1+1).....(1+ 1 )J.E.E.é ..... n®

(1 1 )_ n <1
n n+1l) n+1 '

3 8 n2—1) 3 8 15 24 nz —1
_22.33 4455 nm o _om o,
1:3 24 35 46 (n-1)(n+1) n+1

Problém 4. Najdite bijekciu f:(a,b) » (a,b), a,b € R. Analogickou metdédou najdite
bijekciu g: (a, ) — (a, ).

Riesenie. PoZadované zobrazenie f nemozno urcit jednym predpisom. Treba vyclenit
zintervalu vhodnd nekoneénd mnozZzinu A adefinovat vhodné prosté zobrazenia na

disjunktnych mnozinach {(a,b) — A, A. Poloime A = {a + nT_l(b —a);n € N} , 0znaéme

a, =a-+ nT_l(b — a) pre kazdé prirodzené Cislo n. Definujme zobrazenie f: (a, b) — (a, b)
takto:

X, x €{(a,b) — A
An+1r x=a, €A

Fe ={

Dokazme najskor, Ze zobrazenie f je injekcia. Nech x4, x, € (a, b), x; # x,. Stadi osobitne
uvazovat pripady: x;,x, € {(a,b) — A4; x1,x, € A; x; € {(a,b) — A,x, € A. V prvom pripade
f(x1) = x1 # x5 = f(x3).V druhom pripade x; = a,,, X, = a, pre nejaké rdozne prirodzené
Cislam, n. Potom f(x1) = Aymy1 # Any1 = f(x2). V poslednom pripade plati:

f(x1) =x1 €{a,b) —A; x, =a;, pre nejaké k €N ateda f(x;) = ays, € A. Kedie
({a,b) —A) N A =0, tak f(x1) # f(x2).

Dokéazeme, Ze zobrazenie f je aj surjekcia. Oznatme A; = A — {a}. Nech y € (a,b). Ak y €
(a,b) — A4, tak f(y) =y. Ak y € A4, tak y = a,, pre nejaké n € N, n > 2. Potom a,_; €
(a,b) a f(an-1) = ay.
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Pri konstrukcii bijekcie g: (a, ) — (a, ) mozno pouzit analégiu. Za mnozinu A v tomto
pripade staéi vziat napriklad mnozinu {a + n — 1; n € N} a definovat zobrazenie g takto:

g(x) ={

Dokaz toho, Ze zobrazenie g je bijekcia, je prakticky totozny s dékazom v pripade zobrazenia
f. Staci iba namiesto intervalu {a, b) uvaZovat interval (a, o) a namiesto intervalu (a, b)
interval (a, ©).

X, X €{a,o)—A
Ant1s x=a,=a+n—1€4

Problém 5. Na $tvorcovej $achovnici n X n je v kazdom poli do stipéekov umiestneny isty
pocet jednoeurovych minci takym spésobom, ktory je ilustrovany na obr. 2 v pripade n = 3
resp.n = 4.

514 |3 7161|514
4 3|2 6|54 |3
3121 5143 |2

413|121

Obrdzok 2

Celkovy pocet jednoeurovych minci na $tvorcovej $achovnici n X n je potom n3.
PoloZme teraz na Sachovnicu n X n jednoeurové mince tak, ako je na obr.3 v pripade n = 5.

1311211109
11(10| 9 | 8 |7
9 (8|7 |6 |5
71654 3
5143|221
Obrdzok 3

Aky je pri takomto umiestneni celkovy pocet jednoeurovych minci na Stvorcovej Sachovnici
n X n, akn je nepdrne Cislo?

Riesenie. Metdda rieSenia prvého pripadu spociva v premiestneni minci podla diagonaly
zacinajucej zlava dole ako je to ilustrované v nasledujucej tabulke pre n = 4.

7-3/6-2 51| 4

6-2 | 5-1| 4 |3+1

5-1| 4 | 3+1 | 2+2

4 | 3+1|2+42 | 1+3

V druhom pripade postupujeme analogicky, pricom vykondme dve premiestnenia, podla
prostredného riadku a potom podla prostredného stipca. Je to uvedené v nasledujucich
tabulkach v pripade n = 5.
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13-4 | 12-4 | 11-4 | 10-4 | 94 9-2|81|7|6+1|5+2
11-2 {10-2 | 9-2 | 82 | 7-2 9-2|81|7|6+1|5+2

9 8 7 6 5 9-2|81|7|6+1|5+2
7+2 | 6+2 | 5+2 | 442 | 3+2 9-281|7]|6+1]|5+2
544 | 444 | 344 | 244 | 144 9-2 18-1|7|6+1|5+2

Takto je na $achovnici 5 X 5 celkove 52 - 7 jednoeurovych minci. Vo vieobecnom pripade
Sachovnice n X n, n je neparne prirodzené dislo, je v strede tabulky cislo, ktoré sa pri

, . . . . v, 3n—-1 , v
uvedenych premiestneniach nemeni arovna sa Cislu - Preto celkovy pocet

. . o . y . - 3n-1
jednoeurovych minci umiestnenych na $achovnici sa rovna &islu n? 5

Niekedy metddou analdgie mozno dospiet k neCakanym hypotézam, ktoré potom treba
potvrdit exaktnym dokazom.
Nech P(x) = ag + a;x + -+ apx™, ay # 0. Ak ¢, ¢, ..., cp SU korene polyndmu P, tak

P(x)=a0(1—:—1)(1—%)-~--(1—i),
a1=—ao(i+é+---+i).

Podobne pre polyném Q(x) = by — byx? + byx* — -+« + (=1)"b,x?"™ , by # 0, s korefimi
dl, _dl, dz, _dz, ey dn, _d‘l’l p|atl' .

00 (1-3)(1-3) - (1-3).
teda by = b, (d—1%+d—1%+---+é).

L. Euler metdédou analdgie dospel k myslienke pouzit vztahy koeficientov a korenov
polyndmu pre rozklad istych mocninnych radov. Pre kazdé realne Cislo x, x # 0, plati:

sinx x2 x2n
=1-=+--4+ (D"
3! ( ) (2n+1)!
. sinx , v ” v
Rovnica — = 0 ma nekonecne vela korenov: m,—m,2n,—2mn,...,nw,—nm,... . L. Euler

X
dospel k domnienke, Ze

1— §+ et (_1)n(2f:11)! o= (1 _ z_z) (1 _ %) e (1 _ (n’i)z) .

odkial Specidlne vyplyva rovnost

L4 1yt

3! w2 4m? n2m?

+...’

teda

2
”_=1+l+..._|_i2_|_..._
6 4 n

Euler najskor testoval spravnost poslednej rovnosti na inych prikladoch a nakoniec ju
exaktne dokazal.
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Na druhej strane uvedena analdgia medzi ,, kone¢nym a nekone¢nym® je skutocne zriedkava.
Ved napriklad sucet konecného poctu redlnych Cisel nezavisi od poradia scitancov, ale
konvergencia a sucet nekonec¢ného ciselného radu (teda sucet nekonecne vela Cisel) zavisi
o . — . 1 L .
od poradia ¢lenov radu. Je zndme, Ze Ciselny rad Z;‘{;l(—l)”“; konverguje a jeho sucet sa
i ‘y 2 i v -
rovnd Cislu In 2. Potom sucet radu Z,‘;‘;l(—l)"“; sa rovna Cislu 21n 2. VSimnime si, Ze
v tomto rade, teda v rade
2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

—_—— —_—— ____.|____ —_——

+ + +
1 1 3 2 5 3 7 4 9 5
su pre kazdé neparne prirodzené Cislo n dva ¢leny s menovatelom n a to % a —% . Pre kazdé

. . - . T \ 1 x
parne prirodzené &islo n je vtomto rade jediny ¢len s menovatelom n a to - Cleny tohto

radu premiestnime tak, aby ¢leny nového radu nasledovali po sebe podla menovatelov.
Dostaneme rad

. s . iy o 1., .
Porovnanim postupnosti ¢iastocnych suctov tohto radu a radu Zn=1(—1)"+1; zistime, Ze
obe postupnosti maju rovnaku limitu a teda oba rady maju aj rovnaky sucet a to Cislo In 2.

Zaver

Stratégia analdgia je v matematike nenahraditelnou metédou, ktord sa pouziva pri
formovani niektorych délezZitych matematickych pojmov, pri dékazoch i pri rieSeni réznych
problémov prakticky v kazdej matematickej discipline. V matematike je navyse cely rad
pojmov, ktoré su ,symetricky” definované. Napriklad pojem infima a suprema ohranicenej
neprazdnej podmnoziny nejakej usporiadanej mnoziny. Preto aj cely rad tvrdeni, v ktorych sa
vyuziva infimum, ma svoju analdgiu v tvrdeniach so supremom. Pravda, musime byt pri
aplikacii metddy analdgia opatrni a nehladat analégiu niekde , kde v skutoénosti nie je.
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