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Abstract

For mapping of development and level of key competencies of students in mathematics, particularly
competencies: analysing situations, revaluation possible strategies of solving and choice and description of
original solving process, are appropriate open mathematical problems. For solving open problems, requiring
mathematical inquiring, students do not use customary techniques or simple application of standard
algorithms. Assessment of solution of open tasks and mathematical inquiring also requires nonstandard
approach of assessor. In this paper it is proposed a concept of observing a solving process of students and
assessment of specific aspects of open mathematical problem solving. Solutions are demonstration of higher
level of mathematical thinking of students in geometry. The proposed system of rubrics (tables of assessment)
indicates revealed demonstrated mathematical competencies of students in assessed solving process. Rubrics
were compiled with the aim on assessment of mathematical knowledge of students based on performance
standard according to State Education Programme of Slovak Republic.
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Uvod

Snahou ucitela matematiky by malo byt podporovanie rozvoja znalosti a schopnosti
u kazdého ziaka; nielen naucit Ziakov zakladné vedomosti, ale postupne zvySovat ich Uroven.
Vo vyucovani matematiky su zname rézne aktivizujice metddy, pomocou ktorych je mozné
podporit zdujem Ziakov o matematiku, s ciefom zvysit Urovern matematického myslenia.
AvSak mozZe byt narocné sledovat postupné zlepSovanie u kazdého Ziaka osobitne. Cielom
prispevku je navrhnut rubriky, na zaklade ktorych je moZné v riesitelskom postupe
geometrického problému pozorovat a analyzovat jednotlivé Urovne matematickych
kompetencii a vedomosti Ziaka.

Ako teoreticky zdklad bola vyuZitd van Hieleho schéma Urovni porozumenia geometrii.
Kazdej definovanej urovni boli pridelené nalezité matematické kompetencie, ktoré je
nasledne mozné identifikovat v rieSitelskom postupe Ziakov.
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Pre prehladnejiie pozorovanie matematickych kompetencii bol vyuZity inovovany Statny
vzdeldvaci program (iSVP, 2015), ktory vymedzuje obsah vzdeldvania a vykonovy $tandard v
matematike pre Ziakov gymnazii.

Teoretické vychodiska

,Geometria je ndstrojom pre Studium axiomatickych systémov, médiom pre prezentdciu
redlneho sveta a vizualizaciu matematickych myslienok.” (Handbook for Teachers, 1992, s.
23). Geometrické objekty sa nachadzaju vsade okolo nas a geometria je uz od pociatku
vyvoja ludského vzdelania nevycerpatefnym zdrojom pre tvorbu a rieSenie matematickych
problémov. Podstata geometrie tak ddva moznost pre ucitefov vyuzivat Ulohy, vdaka ktorym
vidia Ziaci spojenie matematiky sreadlnym svetom, aj prostrednictvom otvorenych
matematickych problémov.

Pre hodnotenie Urovne porozumenia geometrii je nevyhnutné brat do Uvahy mnoho
aspektov; od zdkladnych znalosti az po pracu s axiomatickymi systémami. Usinskin (1982, s.
3-7) uvadza van Hieleho schému piatich Grovni porozumenia geometrii. Ziaci na pociatoénej
urovni sa rozhoduju len na zaklade vnimania, nie zdévodnovania. Poznaju zakladné nazvy
Utvarov a rozoznavaju ich len na zaklade ich vzhladu. V druhej Grovni uZ vedia urcit vlastnosti
jednotlivych utvarov, pripadne ich pomenovat. Avsak to, ¢i sa jednd o postacujucu alebo
nutnu vlastnost k popisaniu Utvaru, je Ziak schopny rozlisit aZz na tretej Urovni. Na zaklade
chapania vzajomnych vztahov v geometrii je potom Ziak schopny odévodnit svoj postup,
respektive obhajit dokaz rieSenia, neformalnou argumentaciou. V nasledujlcej Urovni uz Ziak
dokaze skonstruovat dokaz, pricom vyuZiva ziskané vedomosti o postacujucich a nutnych
podmienkach a znalosti axidm a definicii. DOkaz sporom a nepriamy dokaz vie Ziak
skonstruovat na najvyssej Urovni ovladania geometrickych poznatkov. Na najvyssej Urovni je
Ziak schopny vytvarat a porovndvat matematické axiomatické systémy.

Rovnako tak aj matematicka kompetencia sa prejavuje v réznych stuprfioch a pozostava zo
schopnosti aochoty pouzZivat matematické spdsoby myslenia. Matematické sposoby
myslenia sa prejavuju v uplatiovani logického a priestorového myslenia a prezentdcie
matematickych vedomosti v nich, prostrednictvom vzorcov, modelov, diagramov, grafov
a tabuliek (Blasko, 2010, s. 44).

Statny pedagogicky Ustav (SPU) uvadza viSVP (2015, s. 2), pre predmet matematika,
definiciu matematickej kompetencie, ktord stanovil Eurdpsky parlament, ako schopnost
rozvijat a aplikovat matematické myslenie pre rieSenie rdéznych problémovych situacii
v kazdodennom Zivote. Existuje viacero ndhladov pre rozdelenie matematickych
kompetencii. Struktira kompetenéného modelu, ktort v prispevku predstavujeme, bola
zostavend na zaklade Studia viacerych vyskumov a neskér aplikovand do vychovno-
vzdeldvacieho procesu hodin matematiky. Luka¢ a Sekerdk (2001, s. 61) vymedzili dvanast
kategorii schopnosti, ktoré by mal Ziak pocas studia matematiky na gymnaziu nadobudnut, a
to: matematické myslenie a usudzovanie, pojmy, fakty, tvrdenia a postupy v matematike,
vyuzitie symbolickych, formalnych atechnickych vyjadreni a operdcii, znazornenie
a popisanie matematickych objektov a situacii, poloZenie otdzky, na zaklade ktorej nasleduje
vymedzenie problému ajeho rieSenie, matematické modelovanie, matematicka
argumentacia a dokazovanie, pouzivanie pomoOcok, komunikacia, praca s informaciami,
kompetencie tykajuce sa postojov a hodnotového systému, persondlne ainterpersondlne
kompetencie.
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Zostavenie rubrik

Aktivizujuce metdédy vyucovania matematiky vyuZzivaju zadavanie otvorenych matematickych
problémov. Ocakavanym vystupom rieSenia otvorenych matematickych problémov by pre
ucitela nemal byt len fakt, Ze Ziaci dokdzu problémy vyriesSit. Pri rieSeni otvorenych uloh
a problémov nie je automaticky jasny postup rieSenia resp. nacviceny algoritmus, ale Ziak by
mal k rieSeniu pristupovat tvorivo. Preto je dbleZité pozorovat a analyzovat, ktorym smerom
sa matematické myslenie pri rieSeni otvorenych matematickych problémov u Ziakov rozvija.
Pri hodnoteni Ziackych rieSeni tak nie je najddleZitejsSia iba spravnost vysledku. Rovnaky
podiel na posudeni Uspesného ¢i vyhovujuceho rieSenia ma i cesta, ktorou sa Ziaci v rieseni
uberali. V slovne opisanom postupe rieSenia je mozné sledovat, aké matematické nastroje
Ziaci vyuzivaju.

Vhodnym prostriedkom na posudenie Urovne vedomosti Ziaka a hodnotenie prejavenych
matematickych kompetencii v rieSeni otvoreného matematického problému je tzv. rubrika,
ktord ma formu hodnotiacej tabulky. Pojem rubrika na hodnotenie je relativne novym
pojmom v tedrii vyuCovania matematiky. Brookhart (2013) definuje rubriku ako uceleny
subor kritérii na pracu Studentov, na zadklade ktorych popisuje jednotlivé stupne
matematickych kompetencii Ziakov. V rdmci Slovenskej republiky je systém rubrik opisany
v dizertacnej praci Meranie kvality matematického vzdeldvania — rubriky na meranie kvality
formativneho hodnotenia (Huberidkova, 2016, s. 25 - 26). Sp6sob zostavenia rubrik sa
v stipcoch odvija od Grovne zvladnutia hodnoteného atributu a v riadkoch su sledované u?
konkrétne hodnotené atributy, v tomto pripade matematické kompetencie.

V Tabulke 1 je uvedena rubrika Urovni matematickych kompetencii, ktoré su priradené
k prislusnej Urovni van Hieleho schémy.

Tabulka 1: Rubrika trovni matematickych kompetencii

Van Hieleho KOMPETENCIE st.
schéma
. Zivani 6cok
VIZUALIZACIA | POUZVan'e pomocok 1
praca s informaciami
ANALYZA matfe.rr?atlcke po.Jm}/, fakty, t\{rdenla a postu.pyl . . o 5
pouzitie symbolického, formalneho a technického vyjadrovania a operdcii
ABSTRAKCIA znazorno?/anlle a pop!sovanle matematlckych objektov a situdcii, prezentdcia 3
matematické myslenie a usudzovanie
DEDUKCIA matevma.tické,argumentécia,-dékaz ' . o 4
poloZenie otdzky, vymedzenie problému a jeho rieSenia
AXIOMATIZACIA | matematické modelovanie 5

SutaZz Matematicky B-deri a otvorené problémy z matematiky pre Ziakov gymnazia

Od roku 2011 sa na Slovensku konad kaZdoro¢ne timova sutaz vrieSeni otvorenych
matematickych problémov Matematicky B-den. V spolupraci s Freudenthalovym instititom
predstavuje sutaz Matematicky B-dern formu zallefiovania objavného vyucovania
matematiky do povedomia. Sutazny tim sa sklada z troch alebo Styroch Ziakov. Hlavnou
myslienkou sutaze je rieSenie otvoreného matematického problému, preukazanie
matematického myslenia v tzv. matematickom skimani, samozrejme, na uUrovni vedomosti
z matematiky, ktoré su pozadované na gymnaziu. RieSenia musia jednotlivé timy spisat jasne
a zrozumitelne pre kazdého Ccitatela (PRIMAS, 2012). UkdZka je zo zadania, ktoré bolo
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pouZzité v sutazi Matematicky B-den 2015. V ramci Slovenskej republiky sa do minuloro¢ného
kola sutaze zapojilo 138 Ziakov z 13 gymnazii v Nitre, Banske] Bystrici, Su¢anoch, Bratislave,
Kogiciach, Ziline, Poprade a Michalovciach.

Uloha: Dany je rovnoramenny trojuholnik ABC; bod M je stred strany AC. Bod F leZi medzi vrcholmi

B a C trojuholnika ABC vo vnutri strany BC. Priamka FM pretina priamku, na ktorej lezi strana AB

vbode E (Obrazok 1). Dokazte, zZe usecka EF je dlhSia ako usecka (strana trojuholnika) AC.
(Matematicky B-den, 2015).

Obrazok 1: Zadanie ulohy,, Trojuholnikovd geometria“

Pre hodnotenie rieseni Uloh a problémov, ktoré Ziaci v sutazi Matematicky B-den vytvoria, je
mozné zostavit konkrétnu rubriku na postudenia a analyzu Urovne vedomosti z geometrie
a geometrického myslenia. Opisy jednotlivych Grovni boli vybrané ziSVP, PoZiadavky na
vedomosti a zru€nosti Ziaka gymnazia. Opisy zodpovedaju prislusnej téme vo vyucovani
geometrie. Urovne respektuju kompetencie podla Tabulky 1.

Tabulka 2: Rubrika trovni prejavenych vedomosti Ziakov

TROJUHOLNIKOVA GEOMETRIA (ZADANIE 1) st.

Ziaci pracovali s naértom.

Ziaci vedeli pomenovat zakladné Gtvary.

Ziaci vymenovali vlastnosti pravouhlého trojuholnika.
ANALYZA Ziaci vedeli uviest znenie Pytagorovej vety a goniometrické vztahy v pravouhlom trojuholniku. 2
Ziaci vedeli urit, ¢i st dva trojuholniky zhodné alebo podobné.

Ziaci pouzili vlastnosti zhodnosti a podobnosti vo vypoctoch a pri odvodzovani dalsich vztahov.
ABSTRAKCIA | Ziaci pouzivali geometriu pravouhlého trojuholnika na vypocet velkosti uhlov a dizky stran. 3
Ziaci vysvetlili ddkaz na zaklade neformalnej argumenticie.
Ziaci vyuzili znalosti aj z inych oblasti matematiky
DEDUKCIA Ziaci vedeli dokazat pravdivost s prislu$nou matematickou argumentaciou. 4
Ziaci aplikovali zakladny druh dékazu.

Ziaci uviedli matematicky ddkaz zalozeny na zaklade vytvorenych predpokladov.
Ziaci vyhodnocovali matematické zavery, na zaklade ich predoglého skimania.

VIZUALIZACIA

AXIOMATIZACIA

Na zaklade takto zostavenych rubrik moéZeme nahliadnut, na akej GUrovni boli prejavené
kompetencie v geometrickom mysleni v rieSeni otvoreného problému, a zaroveri porovnat
vedomosti Ziakov s pozZiadavkami, ktoré definuje iSVP.

Ukazka vyuzitia rubrik pri hodnoteni zZiackych rieseni tlohy

Schopnost dokazat matematické tvrdenie v sebe zahfiia matematické kompetencie, ktoré
dokazuju vyssiu Uroveri matematického myslenia. Zadanie zo sitaze Matematicky B-deri2015
(Uloha vid. vy$sie) ma poziadavku vytvorit geometricky dokaz. Ziaci vo svojich rieeniach
vyuzili rozne postupy, z ktorych boli pre porovnanie vybrané odlisné riesenia.
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RiesSenie A Ziaci opisali nasledujucou logickou Uvahou: ,Nakreslime si obrdzok podla zadania.
Cielom ulohy je dokdzat, Ze usecka EF je dlhSia, neZ usecka AC. Jeden zo spésobov, akym by
sa dala uloha riesit, je otdcat bod F okolo bodu E a bod C okolo A, a to do takej pozicie, aby
boli obe usecky vodorovne. Ztoho vidime, ktord usecka je dlhSia, ato EF.” Pre grafické
znazornenie rieSenia (Obrazok 2) Ziaci vyuzili program Geogebra.

F
@

Obradzok 2: Riesenie A ulohy, Trojuholnikovd geometria“

RieSitelia B (Obrazok 3) riesili ulohu pomocou symbolického zapisu, matematickou
argumentaciou a vyuzitim znalosti o trigonometrii, goniometrickych funkcii pravouhlého
trojuholnika a Pytagorovej vety.

t

\%CF&

F &

Obradzok 3: Riesenie B ulohy , Trojuholnikovd geometria“

Bod M je stredom prepony trojuholnika ABC, ¢o ponuklo Ziakom moZnost dalej uvaZzovat o
strednych prieckach MP; a MP;. Trojuholnik ABC je rovnoramenny, a tak plati:

a

Dalej uvaZovali dva pravouhlé trojuholniky P2ME a P:FM. Trojuholniky maji zhodny uhol a,
pretoze uhly <P,ME a <P,;FM su sthlasné. Dizku usecky FE vyjadrili ako stcet dizok prepdn
trojuholnikov P2ME a P:FM, a tie vyjadrili na zaklade sinusu a kosinusu uhla a v pravouhlom
trojuholniku nasledovne:
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a 1 1
\FE| = |MF| + |ME| = —x( — 4 )
2 sina  cosa
Takto odvodenu dizku tsecky postavili vacsiu ako dizku prepony trojuholnika ABC, vyjadrend
vo véeobecnom tvare pomocou Pytagorovej vety. Po porovnani vyjadrenych dizok Useciek
uviedli na zaver diskusiu o rieSeni v intervale, ktory je pre spravne rieSenie ulohy vyhovujuci.

Diskusia

Porovnanim uvedenych rieSeni so zostavenymi rubrikami moZeme pozorovat prejavené
kompetencie Ziakov pri dokazovani geometrického problému, ako aj identifikovat, Cci
poznatky zodpovedaju iSVP pre vyu€ovanie matematiky na gymnaziach.

Tim Studentov pri rieSeni A zvolil konstruktivny typ dokazu s vyuzitim rotacie uUsecky okolo
bodu. Jedna sa o napadity a jednoduchy spdsob, ako ukazat spravnost tvrdenia. Avsak v ich
postupe rieSenia nie je zjavna schopnost matematickej argumentdcie. Inymi slovami, aj
napriek preukazaniu schopnosti vnimat suvislosti medzi matematickymi objektmi aich
vlastnostami, vyuZili pri svojom opise riesenia neformalnu argumentdciu. Napriklad namiesto
vyjadrenia ,usecky su vodorovne“ bolo potrebné aby pouzili formuldciu ,usecka je
rovnobeznd s ramenom trojuholnika“. Moino teda urcit, Ze na zaklade prejavenych
kompetencii v rieSeni zadania, Ziaci timu A dosahuju tretiu Uroven chapania geometrie.
DOkaz zadania vrieSeni B je matematickd argumentacia postavena na odvolavani sa na
platné matematické vety a vlastnosti objektov, s ktorymi Ziaci pracovali. Na rieSeni je zrejmé,
Ze Ziaci su si vedomi potreby matematického myslenia a usudzovania a vzdjomnej
prepojenosti vztahov a vlastnosti objektov. V tomto pripade Ziaci prejavili kompetencie
rozvinuté na Urovni dedukcie, Uroven styri.

Vzhladom na opis kompetencii podla Tabulky 2, je na citovanych a analyzovanych Ziackych
rieSeniach A a B vybranej ulohy, moZné pozorovat rézne stupne uplatfiovania vedomosti
ziskanych na hodinach matematiky.

Je potrebné podotknut, Ze matematické kompetencie neboli v rieSeniach A a B, sledované
u jednotlivca, ale vramci Ziackych timov. Pre komplexnejSie zhodnotenie skupinovej
spoluprace pri rieSeni problému by bolo potrebné sledovat aj vzajomnu interakciu
a komunikaciu medzi ¢lenmi timu.

Zaver

Vyznam sledovania a analyzy rieSitelského postupu Ziakov pri rieSeni otvoreného
matematického problému v geometrii je vyzvou pre kazdého hodnotitela. Pre ucitela, ktory
je zvyéajne primarnym hodnotitefom Ziakovho vykonu v matematike, je podstatné vediet, na
akej Urovni maju zZiaci rozvinuté vedomosti a zru¢nosti.

Schopnost dokazat matematické tvrdenie je ukazovatelom vy$sej Urovne matematického
myslenia. Sledovanie jednotlivych krokov v rieseniach Ziakov vie uditelovi dopomoct
k ureniu nedostatkov a medzier vo vedomostiach. Tabulka 1 a Tabulka 2 su origindlne
nastroje vytvorené pre hodnotenie a analyzu Ziackych rieSeni a predstavuju pilotny pokus
v uvedene] problematike.

Pre uditelov v praxi teda mézu uvedené rubriky poméct k sledovaniu vyvoja matematickych
kompetencii Ziakov. Na zaklade iSVP are$pektovanim zoradenych matematickych
kompetencii je mozné zostavit podobné rubriky aj pre iné tematické celky, ¢i Specidlne
otvorené matematické problémy.
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