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Abstract

We can use exponential function to model a wide variety of real-world phenomena. The curve represents
exponential growth, it grows very slowly in the beginning, then accelerates continually faster and finally grows
in an almost vertical fashion. In the physical realm, this growth pattern usually occurs where there is sickness,
often leading to death. In the economic systems, this exponential growth has wide application. Thinking in
dimensions exponential models is absolutely necessary in today's economic world. The paper deals with the
solution of selected economic problems - growth of money at continuous compound interest. We created the
interactive figures by software GeoGebra. We pointed out the undisputed connection between mathematics
and economics. The students of the Slovak University of Agriculture in Nitra can benefit from such teaching
materials in the Learning Management System Moodle.
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Uvod

Podla Kennedy (2006) rozozndvame tri druhy rastu (obrazok 1). Krivka A predstavuje vzor
fyzického rastu v prirode. Podla nej rastie nasSe telo, rastliny, zvierata. V prvej Casti je rast
velmi rychly, neskér sa spomaluje, az napokon v urcitej optimalnej velkosti fyzikdlny rast
zastane.
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Obrdzok 1
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Krivka B reprezentuje linedrny rast. Napr. viac strojov vyprodukuje viac tovaru, viac uhlia
vyprodukuje viac energie atd. Systémy riadiace sa linedrnym vyvojom su relativne
jednoduché a predvidatelné. Krivka C zndzorfiuje exponencidlny rast. Tento rast by mohol
byt opisany ako presny opak krivky A. Na zaciatku, systém rastie velmi pomaly, ale neskor sa
rast stava rychlejSim a nakoniec ide takmer kolmo hore. Pri Zivych organizmoch takato forma
rastu nastane zvycajne v pripade choroby alebo smrti. V ekonomickej sfére ma vsak takyto
exponencidlny vyvoj Siroké uplatnenie a uvazovanie v dimenzidch exponencidlnych modelov
je pre dnesny svet nevyhnutné. Prostrednictvom exponencidlnych modelov, vieme urcit
ekonomické ukazovatele ako je inflacia, vyvoj cien, rast dlhu, ¢i naopak spotrebu délezitych
surovin (Kucak, 2012).

Exponencialny rast

Exponencialny rast patri medzi zdkladné exponencidlne modely. Ak absolUtna miera rastu
Q'(t) je priamo Umerna funkénej hodnote danej funkcie Q(t) skladnou konitantou
umernosti k , pricom Q(O) = Qp, tak mbZeme pisat (Grin¢ova, 2012):

Q_yo.

dt
RieSenim takejto diferencidlnej rovnice so zaciato¢nou podmienkou, dostaneme pomocou
separdacie premennych, rovnicu funkcie exponencialneho rastu:

Qt)=Q, -, k>0,Qy >0, kde
Qg - je zatiato¢na hodnota kapitalu,
Q(t) - je budtca hodnota kapitalu,

t - je dizka urokového obdobia,
k - je roénd urokova sadzba.

Jedna z najdélezitejSich vlastnosti exponencidlneho rastu je, Ze aj ked sa ,zacina pomaly”,
s postupom casu sa jeho rychlost zvySuje aZ Sokujucim sposobom. Exponencialny rast je teda
velmi silny ndstroj (Kennedy, 2006). Neustaly rast si vyZaduje aj sucasny ekonomicko-
hospodarsky systém. Jedna sa o exponencidlny rast obyvatelstva, exponencidlny rast
monetarnej bazy, ¢i poziadavky na niekolkopercentny hospodarsky rast ro€ne. Tieto javy su
vSak z dlhodobého hladiska neudriatelné, pretoze trendy, ktoré sa vyvijaju exponencidlne,
su nestabilné (Smith, 2010).

Spojité urokovanie

Exponencialne modely, ako sme uzZ vysSie spominali, maju Siroké uplatnenie v ekonomickej
praxi. My sme sa v ¢lanku zamerali na vyuzZitie exponencialneho rastu pri spojitom Urokovani.

Proces urocenia, pri ktorom sa urokovanie uskutocriuje v ¢asovych intervaloch bliZiacich sa
k nule, t.j. poCet konverzii v roku rastie do nekonec¢na (n — o), sa nazyva spojité urokovanie
(Molnarova, 2012; Piré, Grincova, 2008). Vyslednu hodnotu investovaného kapitdlu
vypocitame:

N—o0

nt
Q(t)= lim QO-(1+EJ = Qg -e", kde

Qo - je zatiatoéna hodnota kapitalu,
Q(t) - je budtica hodnota kapitilu,
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t - je dizka Urokového obdobia,
K - je roénd urokovd sadzba,
N - je pocet urokovych peridd (konverzii) za rok,

n
(1+ 5) - je drocitel (za jeden rok).
n

Na zadklade tohto modelu vieme urcit budicu hodnotu investovaného kapitalu (i
najvyhodnejsi urok. Poznanie tychto matematickych vztahov je v dnesnej dobe velmi
Ziaduce. Pomocou nich sa vieme zorientovat vo velmi Sirokej ponuke bank.

Vybrané aplikacie rieSené pomocou softvéru GeoGebra

V tejto Casti uvedieme niekolko prikladov, pri rieseni ktorych sme vyuzili softvér GeoGebra.
Ide o ekonomické aplikacie exponencialneho rastu, ktoré ndm umoznia spojit matematicku
analyzu a ekonémiu pomocou rieSenia jednoduchych problémov spojitého uUrokovania.
V prikladoch neuvazujeme o zdaneni Urokov. Pri tvorbe uloh sme sa insSpirovali literattdrou od
autorov Barnet et al. (2008), Grin¢ova (2012), Molndrova (2012), Pir¢ & Grincova (2008).

Priklad 1

Sporitel sa rozhodol vloZit sumu Qg do banky, ktora poskytuje pri spojitom urokovani
nomindlnu Urokovu mieru 3,4% p.a. Zistime, za aky €as sporitelovi vzrastie tato suma aspon
1,8-krét.

Riesenie: Matematicky vyjadrime sumu, hodnotu buduceho kapitdlu, ktord je aspon 1,8-krat
vacsia ako vklad: Q>18-Qq. Do vytvorenej nerovnice dosadime funkciu exponencidlneho

rastu Q=Qg -e293# a vyjadrime premennui t: Qp -e®*%3* >18.Qy =t > 0|23’24(0brézok 2)

Q

41 In(1.8) Qp = 1
g 0.034 @
3.
f: Q - QO . e0.034t
24
A[17.29,1.8Q] g:Q=1.8Q

1.
O T

0 10 20 30 40 50 60 70 80 t

Obrdzok 2

Pri hladani rieSenia pomocou softvéru GeoGebra, kedZe nepozndme Q ani Qg, vyuZijeme
nastroj ,,posuvnik”. Vytvorime v nakresni objekt, pomocou ktorého mézeme menit hodnoty
Cisla, v naSom pripade hodnoty Q. Na obrazku 2 je rieSenie Ulohy ak Qy =1. Zo suradnic
bodu Ae f mg vieme vyslovit zaver. Sporitelovi vzrastie vloZzena suma aspon 1,8-krat o 17
a pol roka. Ak by sme vytvoreny materidl ulozili ako interaktivhu prezentaciu, Studenti
pomocou posuvnika moZu sledovat ako sa meni obrazok pri zmendch hodnét Q. Napriklad
na obrazku 3 je rieSenie ulohy ak Qy =30.
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Q Qy =30
150 - .
. In(1.8)
— 0.034
. O — O . 0034t
1004 F:Q@=0Qo-e
50
A[17.29,54] g:Q=1.8Qp =54
0 T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 t

Obrazok 3
Priklad 2

A) Aku sumu penazi musi vloZit sporitel do banky, ak chce mat o 15 rokov na danom ucte
minimalne 10 000€ ?

B) Vyjadrite vztah medzi vkladanou hodnotou kapitalu a di?kou Urokového obdobia pri
oCakavanej hodnote buduceho kapitalu 10 000€.

Vklad bude dlhodobo spojito urokovany nominalnou urokovou mierou 4,2% p.a.

Riesenie:

A) Do funkcie exponencidlneho rastu dosadime Udaje zo zadania ulohy a dostaneme funkciu

vyjadrujucu vztah medzi pévodnou hodnotou vkladu a budidcou hodnotou vloZzeného

kapitdlu po 15 rokoch: Q =Q, .e004215 kede na Gite chceme mat minimalne 10 0000E,

v , : 10 000
pocitame nerovnicu: Q >10 000= Q, .e004215 > 10 000= Q 2 —o63 -
0
Q
150001 f:Q=Qq- e’
Q > 10000
””””” A [5325.92,10000]
10000
5000- Qo = 0,63
0
0 3000 6000 9000 12000 15000 18000 Q@

Obrazok 4

Pri grafickom rieSeni Ulohy (Obrdzok 4) vidime, Ze aj ked sme na vyjadrenie funkcie
reprezentujicej vztah medzi pévodnou hodnotou vkladu a budicou hodnotou vloZzeného
kapitalu vyuzili exponencialny model rastu, tento vztah pri danej urokovej sadzbe aj danej
dizke Grokového obdobia nemé exponencialny charakter. Grafom takejto funkcie pri danych
vstupnych udajoch je priamka. Ak chceme najst rieSenie, zobrazime v GeoGebre graf funkcie
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10 000

Q :Qo-eo'042'15 a rieSenie nerovnic Q=>10000, Q 263 Vysledok prikladu
a0

odcitame zo suradnic bodu A. Ak chce mat sporitel o 15 rokov na danom uUcte minimalne
10 000€, musi vloZit do banky minimalne 5 326€.

B) Aby sme vyjadrili vztah medzi vkladanou hodnotou kapitélu a dizkou urokového obdobia,
do funkcie exponencidlneho rastu Q =Q, .e2042t gosadime hodnotu buddceho kapitalu

o 10000 .
Q =10000 € a vyjadrime Qy: Qp = e0'0—42't (obrazok 5).
Qo
10000 -
[5,8105.84]
A [15,5325.92]

5000 A b = 5
C[25,3499.38] . B 10000
a:t=15 f:Qo= £0,042-¢
c:t=25
0 T
0 10 20 30 40 t
Obrdzok 5

Z grafickej interpretacie (Obrazok 5) vidime, Ze vztah medzi vkladanou hodnotou kapitalu
a dikou Urokového obdobia ma exponencialny charakter. Funkcia je klesajuca. Vyslednu
sumu 10 000€ ziskame za nizSiu vkladanu sumu pri dlhsej dobe Urokovania. Napriklad pri 5
rokoch Urokovania musime vloZit na dany Ucet 8106€ ale pri 25 rokoch Urokovania nam staci
vloZit sumu 3500€ (obrazok 5).

Priklad 3

Akl sumu peniazi musi vloZit sporitel do banky, ak chce mat o 220 dni zisk 60€?

A) Vklad bude spojito urokovany s nominalnou urokovou mierou 2,5%.

B) Sporitel bude musiet vlozit vyssiu alebo nizsiu sumu, ak vzhladom na obdobie Urokovania
kratSie ako jeden rok, banka wvyuZiva na vypoclet exaktni metddu jednoduchého
urokovania s rocnou urokovou mierou 2,5%?

Riesenie:

A) KedZe vklad bude spojito urokovany, vyuZijeme model exponencidlneho rastu podobne

ako v prikladoch uvedenych vysSie. Vyjadrime vztah medzi ziskom x a vloZenou sumou Qg :

5220

O’O S
Q=Q+X=>Qy+x=Qy-e 365 Qp i# (Obrazok 6)
e -1

RieSenie pomocou softvéru GeoGebra mozeme ziskat napriklad ako prienik grafu funkcie

X . . - y , oo y
f:Qoz—220 apriamky p:Xx=60. Vidime, Ze vztah medzi ziskom a vloZenou
0,025——
—1+e 365

sumou nema exponencidlny charakter, ale ide o priamu Umernost, ktoru graficky
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charakterizuje priamka. Zo suradnic bodu Ae f N p vieme vyslovit zdver. Ak chce mat

sporitel 0 220 dni zisk 60€, musi na Ucet, ktory je spojito Urokovany s nominalnou Urokovou
mierou 2,5% vlozit 3952¢€.

Qo p:x =60
-
6000 ) _
f: Qo= 0025220
4000-
A [60, 3951.89]
2000
0
0 20 40 qo 80 100 120 140 T

Obrdzok 6

Ak by sme vytvoreny material ulozili ako interaktivnu prezentaciu, Studenti m6zu ,,pomocou
uchopenia a pohybu priamky” p: X =060 sledovat, ako sa meni velkost vkladu pri zmendach

ocakdvaného zisku pri nezmenenej dobe Urocenia (220 dni). Napriklad na obrazku 7 je
rieSenie ulohy, ak p:x=100.

Qo
6000 - A [100, 6586.49]

T

J: Qo= —omm =
£0:02 220 1

2865 —

4000 -

p:x =100
2000 A

0 20 40 60 80 1bo 120 140 T

Obrazok 7

RieSenie mbzeme ziskat aj nasledovnym sp6sobom. Vyjadrime vztah medzi vloZenou sumou
Qg a dlZzkou Uro¢eného obdobia t pre zisk 60€:

: 60 .
Q=Qp +60= Qg +60=0Qq 0025t Qo = SO (Obrazok 8)
00,025t _q
. . 60 . . . . .
Zobrazime graf funkcie f :Q = ol - Tato funkcia mda exponencidlny charakter a je
e -1

klesajuca, pretoze ¢im je kratSia doba Urokovania, tym musi byt vklad vyssi. KedZe premennt
t chceme sledovat v poctoch dni anie vrokoch, pouZijeme nastroj posuvnik, napriklad
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v rozsahu 0 az 1095, teda rozsah poctu dni troch rokov. RieSenie ndjdeme ako prienik grafu

funkcie f apriamky p:t= % Zo suradnic bodu Ae f m p vieme vyslovit zaver.

5000 -

4000

3000 -

2000 A

1000 A

Qo

Obrdzok 8

Pohybom posuvnika moZeme pri interaktivnej forme sledovat ako sa meni vklad pri réznych
dobdch urocenia pri rovnakom zisku 60€. Napriklad na obrazku 9 je rieSenie ulohy ak d = 730

5000 -

4000 A

3000 -

2000 -

1000

Qo

60 ] d

. — = —
f: Qo= e0.025:¢ _ 1 P 365

Obrdzok 9

u
B) V pripade jednoduchého urokovania vkladu vyuZijeme vztah: PV =—, kde PV - je

-t

zaiatoéna hodnota vkladu, U- je Urok, i- je Grokova sadzba, t- je dizka urokového obdobia.
Vyjadrime vztah medzi zaciato¢nou hodnotou vkladu PV a Grokom u:

PV =

730.
u 6= 11 U (Obrazok 10)
0,025. 222

365
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PV
p:u =60
9000-
u
:PV= ———~
! 0,025 . 22
6000-
A [60, 3981.82]
3000-
0
0 30 40 90 120 150 180 T
Obrdzok 10

,Uchopenim a pohybom priamky“ p, moZeme pri interaktivnej forme obrazka 9, sledovat
zmenu vkladu pre r6zne uroky pri konstantnej dobe Urokovania (220 dni).

RieSenie moézeme ziskat aj nasledovnym spdsobom. Vyjadrime vztah medzi zaciatocnou
hodnotou vkladu PV a poc¢tom dni Urokovania vkladu t:

60 876000 ) . ) )
PV = T , kde t- je pocet dni (Obrazok 11)
0,025- ——
365
PV B 60 p:t =220
12000 © 0,025 3;5
9000
6000
A [220,3981.82]
30004
0
0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360 f

Obrazok 11

Opat, mozeme pri interaktivnej forme obrazka 10 sledovat, pri konstantnom zisku 60€,
zmenu vkladu pre rézny pocet dni Urokovania.

Z obrazkov 10,11 vyplyva, Ze sporitel musi vloZit do banky sumu 3982€ v pripade, Ze banka
pouziva exaktni metdédu jednoduchého Urokovania pri dobe uUrokovania kratSej ako jeden
rok. Sporitel by teda musel vloZit do banky vyssiu sumu (o 30€) ako pri spojitom urokovani,
kedy mu staci vlozZit 3952¢€.
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Zaver

Aplikacia modelu exponencidlneho rastu, v ramci spojitého Urokovania, je velmi jednoducha
a efektivna pri ekonomickom rozhodovani kazdého z nas. Na uvedenych prikladoch sme
zdoraznili nepopieratelnd vazbu medzi matematikou aekondmiou. Obrazovo-nazornu
reprezentdciu skimanych problémov sme dosiahli pomocou softvéru GeoGebra.

Vytvorili sme interaktivne konstrukcie, ktoré maju uplatnenie aj vo vyu¢ovacom procese.
Studenti Slovenskej polhohospodarskej univerzity v Nitre rieia podobné problémy v ramci
svojich bakaldrskych prac ainteraktivne Studijné materidly mézu vyuzZivat vo vyucbovom
prostredi LMS Moodle.
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