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Abstract

The mathematical technique implementation of auxiliary element is the frequently used method on problems
solving and on an executing of various mathematical proofs. It is useful to establish besides given magnitudes
suitable helpful mathematical objects. We can achieve to resolution of a problem by these objects. The
applications of this technique are analysed in various mathematical branches in the submitted contribution.
The effectiveness of the method in question is illustrated via solutions of several miscellaneous mathematical
problems.
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Uvod

Skuseny riesitel matematickych problémov pracuje obycajne v niekolkych r6znych Urovniach,
ktoré su uréené pouZitim matematickych metdd sréznou Sirkou aplikacie. Takto
matematické metdédy mozeme rozdelit podla ich vseobecnosti, podla Sirky zaberu ich
pouzitia. Tie najvSeobecnejSie sa zvyknu nazyvat matematické stratégie, tie
$pecializovanejsie matematické techniky (Zeitz [7] 1999; Kopka [1] 2004; Vrabel [4] 2005).
V priebehu riesenia ulohy obycajne treba uvaZovat aj sustredené postupy a triky pouzitelné
iba v Specifickych situaciach, ktoré sa ¢asto nazyvaju matematické ndstroje. K matematickym
technikdm patri metdda zavedenia pomocného prvku, ktorej pouzitie budeme vtomto
¢lanku analyzovat.

Metdda zavedenia pomocného prvku

Pri rieSeni uloh je Casto uZitocné okrem danych veli¢in zaviest pomocné matematické
objekty, prostrednictvom ktorych potom dospejeme k vyrieSeniu tychto problémov. Istym
sposobom stouto technikou suvisia matematické techniky extremdliny princip a zaved'
funkciu (Vrabel [5], [6] 2011). V tej najjednoduch3ej podobe pomocného prvku mozno
hovorit pri matematickom nastroji zjednodusenie a substitucia, ktory je dobre znamy
predovsetkym pri rieSeni réznych typov rovnic a nerovnic, ¢i zo zakladov matematickej
analyzy. Typické priklady pre pouzivanie pomocnych prvkov poskytuje geometria. Napriklad
jeden z viacerych zndmych dokazov Pytagorovej vety vyuziva pomocny matematicky objekt
$tvorec s dizkou strany a + b, kde a, b oznacuju velkosti odvesien pravouhlého trojuholnika.
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Stvorec M so stranou a + b ,rozreieme” dvomi spdsobmi. V prvom pripade v naprotivnych
rohoch Stvorca umiestnime Stvorce so stranami a resp. b. Takto sa Stvorec M rozpadd na dva
$tvorce so stranami a resp. b a dva obdlZniky so stranami a, b ($tyri pravouhlé trojuholniky
s odvesnami a, b). V druhom pripade rozdelime kazdu stranu $tvorca M na Usecky dizky a, b
tak, Ze pri pohybe po stranach $tvorca sa dizky a, b striedaju (obr. 1). Takto sa $tvorec M
rozpada na Styri pravouhlé trojuholniky s odvesnami a, b a Stvorec so stranou c.

a b

Obrazok 1

Aplikacie techniky zavedenie pomocného prvku pri rieSeni problémovych tloh

55..53 66...64
55..57’ 66...69
Cislice 5, 6 nachadzaju n -krat, n € N).

Problém 1. Ktoré z Cisel je vacsie (vo vietkych uvedenych zdpisoch Ccisel sa

Riesenie. Poloime a = 11...1 . Potom porovnavané Cisla su tvaru 5a—2' 0472 yedie a > 2,
—— 5a+2" 6a+3
(n+1)—krat
tak plati:
(5a —2)(6a + 3) =30a?+3a—6 > 30a% + 2a — 4 = (6a — 2)(5a + 2).
Takto teda Cislo 5553 je vacsie ako Cislo 8664
55...57 66...69

Problém 2. (Newtonova uloha). Trava na celej luke rastie rovnako ¢o do vysky i hustoty.
Vieme, Ze 60 krav by spaslo vsetku travu za 24 dni a 30 krav za 60 dni. Kolko krav by spaslo
vSetku travu za 100 dni?

Riesenie. Zavedieme pomocny prvok — porciou nazveme také mnozstvo travy, ktoré spasie
krava za jeden den. Predpokladdame pritom, Ze vSetky kravy spasu za den priblizne rovnaku
porciu. Potom na konci 24-ho dna 60 krav spaslo 1440 = 60 - 24 porcii travy a na konci 60-
ho dria 30 krav spaslo 1800 = 30 - 60 porcii travy. To znamena, Ze za 36 dni dorastlo na luke
360 = 1800 — 1440 porcii travy, teda 10 porcii za jeden den. Odtial vyplyva, Ze na zaciatku
spasania bolo na luke 1200 = 1440 — 24 - 10 porcii travy. Preto na konci stého dna treba
spast 2200 = 1200 + 100 - 10 porcii travy. Takto hladany pocet krav sa rovna 22 =
2200 :100.

Problém 3. Zjednoduste sucin

S=1+a)(1+a®>)(1+a*)--(1+a*),neN.
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Riesenie. Zavedme pomocny prvok 1 — a. Prvok 1 — a nazveme aj katalyzdtorom. Plati totiz:
A-a(+a)(1+a®)(1+a?) - (1+ azn)
=(1-a)(A+a>)(A+a*) - (1+a")
=(1-a*(1+a?)--(1+a¥)==1-a
Teda

on+1

S = la prea # 1.

—-a

Aka =1, tak S = 2".

Problém 4. Zistite, i existuje takd funkcia f: N — N, aby pre kazdé prirodzené ¢islo n > 1
platila rovnost

f@=f(fn=D)+f(f(n+1D)

RieSenie. DokdZzeme nepriamo, Ze taka funkcia f neexistuje. Nech by takd funkcia existovala.
Kazda neprazdna podmnozina mnoziny N ma najmensi prvok. Vezmime za pomocny objekt
najmensi prvok mnoziny {f(n);n > 1}, ktory sa rovna prvku f(m) pre nejaké m > 1.
Zrejme f(n) = 2 pre kazdé n > 1. Potom pre prirodzené Cislo m by muselo platit

fm)=f(fn—D)+f(fm+ 1) =1+ f(m),
¢o je spor.
Problém 5. Dokdzte, Ze ak Ciselny rad Y- |a,| konverguje, tak aj rad )5, a,, konverguje.

Riesenie. Ako pomocny matematicky objekt uvazujme tzv. kladnu (a*) a zéporni (a™) cast
redlneho Cisla a, ktoru definujme takto:

aka>0,taka* =a,a  =0;aka <0, takat=0,a” = —a.
Lahko nahliadneme, Ze pre kazdé realne Cislo a plati:
0<a*<|al,0<a <|al,a=at—-a".

Nech Y-, a, je lubovolny rad, pre ktory plati, Zze rad ).,_;|a,| konverguje. Pre kazdé
prirodzené Cislo n plati

0<a} <layl,0<ay <layl, a, =ai —a;.

Z porovnavacieho kritéria vyplyva, Ze rady Yo, a;t, Yo, a; konverguju. Potom konverguje
aj rad Y.n—; a,, pretoZe je rozdielom dvoch konvergentnych radov.

Pozndmka. Tvrdenie v probléme 5 sa obycajne dokazuje pomocou Cauchy-Bolzanovho
kritéria konvergencie radu.

Casto je hfadanym pomocnym objektom vhodnd funkcia.
Problém 6. Najdite prvociselny rozklad ¢isla A =989 - 1001 - 1007 + 320.

Riesenie. Cisla 989,1001,1007 su sice zloZené, ale st nesudelitelné s &islom 320, pretoie
320 = 2°-5 aZiadne z uvedenych troch é&isel nie je delitelné dvomi ani piatimi. Takto
v skimanom sucte A nemoino elementarne vybrat nejaké Cinitele. MbéZzeme vsak
experimentalne uvaZovat, Ze Cislo A dostaneme ako hodnotu vhodnej funkcie tvaru

fG)=&—-a)x—-b)(x—c)
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v nejakom celom disle, pricom aj a,b,c su nejaké celé Cisla. VSimnime si, Ze pre takuto
funkciu f plati:

fO)+f(—x)=x—-a)x—b)(x—c)—(x+a)(x+Db)(x+ )
=x3—(a+b+c)x*>+ (ab + ac + bc)x —abc —x3 — (a+ b + c)x? — (ab + ac + bc)x
—abc = =2(a+ b + ¢)x? — 2abc = =2(a + b + c)x? + 2f(0).
Ak a, b, c zvolime tak, aby a + b + ¢ = 0, dostaneme rovnost
f(x) =2f(0) = —f(—x).
Potrebujeme zistit, ¢i za uvedeného predpokladu existuje celé Cislo d tak, aby
f(d) =989-1001-1007 a —2f(0) = 320.
RieSme preto sustavu rovnic:
x—a=989, x—b=1001, x —c=1007, a+b +c =0.
S¢itanim prvych troch rovnic dostaneme 3x — (a+ b + ¢) = 3x = 2997, teda x = 999.
Odtial' vyplyva,zea = 10, b = —2,c = —8. Teda
f(x)= (x—10)(x + 2)(x + 8)
anavySe —2f(0) = =2 (—10) - 2 - 8 = 320. Takto plati:
£(999) — 2f(0) =989-1001-1007 + 320 = —f(—999) = 1009 - 997 - 991.
Lahko nahliadneme, Ze ¢isla 991, 997, 1009 su prvocisla, pretoze Ziadne z prvocisel

2,3,5,7,11,13,17, 19, 23, 29, 31

(\/ 1009 < 33 ) nedeli Ziadne z tychto Cisel. Takto prvociselny rozklad ¢isla A sa rovna sucinu
991 -997 - 1009.

Problém 7. Nech konec¢nd mnoZina A ma n prvkov. Dokdzte, Ze mnozina P(A) vietkych
podmnozin mnoziny A ma 2™ prvkov.

Riesenie. Nech A = {a4,a,, ...,a,}. Ako pomocné objekty uvazujme n-¢lenné postupnosti
{x1}i=1, pricom x, €{0,1} pre kaidé k €{1,2,..,n}. MnozZinu vsetkych takychto
postupnosti oznatme symbolom B. Mnozina B ma zrejme 2" prvkov, ¢o vyplyva

7 e v

mdame dve moZnosti. Staci teraz uz len dokazat, Ze mnoziny B a P(A) maju rovnaky pocet
prvkov. Dokdzeme, Ze zobrazenie

fiB = P(A), x ={xp}i=1 » Axr = {ax € 4;x, = 1}
je bijekcia.
Ak x = {x;}5=1, Y = {Vi}r=1 sU dve rbézne postupnosti z mnoZiny B, tak existuje kg, €
{1,2,...,n} tak, Ze x; # yy,. Potom a, patri prave do jednej z mnozin Ay, A,, teda f(x) #
f(y) af je injekcia. Nech X € P(A). Ozna¢me pravdivostnd hodnotu vyroku a;, € X

symbolom x,, k =1,2,...,n. Potom {x;}i-; € B azrejme f({x;}i=1) =X, teda f je aj
surjekcia.

Pozndmka. Ulohu v probléme 6 moZno riesit pravda aj inak. Jeden spdsob vyuZiva
matematickd indukciu. Druhy spOsob spociva vrozklade mnoZiny P(A) na systémy
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podmnozin mnoziny A s pevnym poctom prvkov a vyuziti kombinatorickej rovnosti (g) +
n ny __

)+ + () =2"

Problém 8. Vnutri trojuholnika ABC zvolme bod M. Oznacme vzdialenost bodu M od

vrcholov 4, B, C po rade m,, my, m. avzdialenost bodu M od stran BC,CA, AB po rade
dg dp, d.. Dokdite, ze

am, = bdy + cd..

Riesenie. Vedme bodmi B a C kolmice BK a CL na priamku AM, K(L) lezi na priamke AM.
Oznaéme |CL| = a4, |BK| = a, (obr. 2) a priese¢nik priamky AM so stranou BC ako bod D.

Obrdzok 2

Z pravouhlych trojuholnikov DCL, DBK vyplyva, Ze
a, +a, <|BD|+ |DC| = a.
Pomocnymi (,,prechodovymi“) prvkami budd obsahy trojuholnikov AMC, ABM. Plati totiz:

1 1 1 1 1
Ebdb + ECdC = PAAMC + PAABM = Ealma +Ea2ma < Eama.

Zaver

Matematickd techniku zavedenie pomocného prvku mozino pouZit v kazdej matematicke;j
discipline, ¢i uZz pri rieSeni problémovych uloh alebo v dokazoch rb6znych tvrdeni. Na
objavenie vhodného pomocného objektu, ktory je kltc¢om k riesSeniu daného problému, vsak
neexistuje vSeobecny navod alebo priama cesta. Okrem znalosti zakladov riesenej
problematiky je potrebna invencia a schopnost kreativneho myslenia.

Literatura

[1] Kopka, J. 2004. Viyzkumny pfistup pfi vyuce matematiky. Usti nad Labem: Acta
Universitatis Purkynianae 101, 2004, ISBN 80-7044-604-8.

[2] Polya, G. 1948. How to Solve it. New Jersey: Princeton, 1948.

[3] Polya, G. 1954. Mathematics and Plausible Reasoning. New Jersey: Princeton, Volume
1,1954.

[4] Vrébel, P. 2005. Heuristika a metodolégia matematiky. Nitra: FPV UKF, Edicia
prirodovedec ¢. 165, 2005, ISBN 80-8050-840-2.



6 Acta Mathematica Nitriensia, Vol. 2, No. 2, p. 1-6

[5] Vrébel, P. 2011. Symetria. In: Obzory matematiky, fyziky a informatiky 2/2011 (40), 9-15.
Nitra, ISSN 1335-4981.

[6] Vréabel, P. 2011. Zaved funkciu. In: Obzory matematiky, fyziky a informatiky 3/2011 (40),
15-19. Nitra, ISSN 1335-4981.

[7] Zeitz, P. 1999. The Art and Craft of Problem Solving. New York: John Wiley and Sons,
1999, ISBN 0-471-13571-2.



