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Abstract

In this article we concerned with some methodological and terminological problems that are occurring in
computer-aided teaching geometry and we underline their transfer to the education process.
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Uvod

Sucasny stav zavadzania a priameho vyuZitia dynamickych geometrickych programov (DGS) vo
vyucbe matematiky a geometrie je velmi rozmanity a ma mnoho réznych aspektov. V prvom
rade existuje mnozstvo softvérovych produktov, na ktoré sa priamo, Ci sprostredkovane, viazu
aj vyucbové, ¢i iné metodicko — Studijné materialy a manualy.

Skuseny ucitel v praxi vie posudit mieru priameho pouzitia DGS vo vyucbe, ich kvalitu
a odbornd Uroven. Je beZinym javom, Ze Uspesnost integracie DGS do vyucby je zavisla od
konkrétneho vyberu softvéru, pricom sa sleduju také faktory, ako su cenovd dostupnost
programu, naroky na hardvér, kompatibilita s predchddzajucimi verziami a v neposlednom
rade univerzalnost vyuZitia softvéru v roznych tematickych celkoch.

Viaceré DGS maju spolocné znaky akymi su, napr. interaktivita a dynamickost konstrukcii,
volba atributov konstruovanych utvarov a objektov a mnoho dalSich. S prihliadnutim na
uvedené vyhody, ktoré robia z DGS silny motivaény podporujuci prostriedok vyucby,
poukdZzeme v tomto prispevku na niektoré metodické a terminologické problémy, ktoré sa
objavuju pri pocitacom podporovanej vyucbe geometrie azdbéraznime ich prenos do
vyucovacieho procesu.

Poznanie nizsie uvedenych nezrovnalosti mdze byt pre uditela prinosné vo viacerych
ohladoch:

a) umozni mu odhadnut vhodnost vybraného softvéru vzhfadom k cielom vyucby,
b) znalost obmedzeni, ¢i didaktickd nedokonalost DGS mu dovoli vyberat si vhodnu formu na
sprostredkovanie geometrického poznatku, ¢i realizaciu konstrukcie,
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c) vyhne sa neprijemnym prekvapeniam, ktoré su z didaktického hladiska viac na Skodu, ako
na osoh,

d) uvedomi si suvislosti medzi jednotlivymi matematickymi disciplinami,

e) ziska objektivny pohlad na pouzitie DGS.

Za tym Gcelom budeme pisat o DGS vseobecne a nebudeme sa viazat na konkrétny softvérovy
produkt. Zdovodniujeme to tym, Ze vacsSina z dostupnych softvérov aj tak disponuje obdobnou
ponukou moznosti a nastrojov.

Axiomatické ponatie zakladnych utvarov a ich vizualizacia

V geometrii, ako aj v jej vyucbe, su historicky zauzivané isté slovné vyjadrenia, nie vidy logicky
presné. Uvedieme dve ukazky.

Veta (SUS). Dva trojuholniky su zhodné, ak sa zhoduju v dvoch strandch a uhle nimi zovretom.
Exaktne vzaté, uhol je ¢ast roviny, mnozina bodov prieniku dvoch polrovin. Uvazovana strana
trojuholnika teda nelezi oproti uhlu, ale kazdy jej bod patri uhlu.

Komentdr k zneniu druhej vety je obdobny. Strany nezvieraju uhol, pretoze to odporuje
definicii uhla a naviac, ramena uhla su polpriamky.

Tieto a mnohé iné konvencie su vysledkom tradicie, prameniacej z intuicie a snahy o ¢o
najndzornejsie sprostredkovanie geometrického poznatku.

Obdobny fenomém pozorujeme aj v DGS, kde sa bezne operuje so slovnymi spojeniami typu
,0znacit bod“(tym sa nemysli na pomenovanie bodu) ,uchopit bod (resp. iny utvar),
Lpremiestnit bod”, ,,pevny bod“, ¢i ,,volny bod”.

V klasickom ponimani vyucby geometrie, kde sa pouZiva pravitko, ceruzka a papier, tieto
Jterminologické” tvary nemohli vzniknut, pretoZe odporuju axiomatickému ponimaniu
zakladného, a teda nedefinovaného pojmu bod.

Ide vSak o také virtudlne manipulacie so zobrazovanymi uUtvarmi na pracovnej ploche
(obrazovke PC), ktoré ¢inia DGS tym, ¢im su, t.j. prostriedkami umoznujlcimi interaktivne, pre
Ziaka motivacné a dobre vizualizované konstrukcie.

Slovenska matematicka terminoldgia nepozna vhodné pomenovanie tohto javu. V odbornej
literatUre sa autori s touto tazkostou vyrovnavaju rozne — bud' zostava nepovsimnutd, alebo
sa hovori o ,,pohyblivosti bodov”, pripadne sa zavadza novy pojem tzv. ,prdca s geometrickou
premennou.” *

Na 38. konferencii slovenskych matematikov v Liptovskom Jane vroku 2006 odznela
prednadka odbornika na matematickt terminolégiu prof. RNDr. J. Cizmara, CSc., z abstraktu
ktorej vyberame (Cizmar, 2006):

,Novd prirucka by mala predovsetkym odstrdnit vsetky zjavné chyby, malformdcie,
patvary, neustrojné klisé, skostnatenou tradiciou alebo nedostatkom odvahy (Ci
zodpovednosti) tradované narusenia zdkladnych a odévodnenych principov tedrie
terminolégie — jednoducho vsetkych tych omylov v matematickej terminoldgii,

* Pod slovnym spojenim ,,praca s geometrickou premennou” autori (V. Jodas, L. Korefiovda, 2002) myslia: ,,Ked'
algebraik povie ,,majme [ubovolné prirodzené Cislo” ... a napiSe n, je to iné, ako ked geometer povie ,Majme
[ubovolny trojuholnik ... “a nakresli jeden konkrétny trojuholnik. “ Citované podla —(Zilkova 2009), str. 72. Tymto
je povedané, Zze pomocou DGS ten jeden konkrétny trojuholnik vie uzivatel transformovat na iny tak, Ze
,presunie” —zmeni polohu jedného vrchola a konstrukcia sa automaticky prekresli.
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mylnost ktorych stdla uZ na zaciatku ich zaclenenia do terminologickej normy, avsak
v tom case bola mimo obzoru ndsho poznania, Ci lepSie — bola vyrazom ndsho
obmedzeného a nedokonalého poznania.”

Nova prirucka slovenskej matematickej terminoldgie dodnes nebola vydana. Domnievame sa,
Ze aj keby bola, naznaceny fenomén je v DGS natolko osobity, Ze by zostal ako otvoreny
problém. Navyse tvrdime, Ze z pragmatického pohladu by iSlo o beznu deformdciu nazerania
na interaktivne geometrické konstrukcie. Ako analogicky priklad uvddzame, Ze aj v pripade
klasického rysovania ceruzkou na papieri ma naznacena ciara istu hribku, ktord sa zjavne
a nutne musi ignorovat.

Atributy konstruovanych utvarov

K Standardnym nastrojom DGS patri aj zmena atributov konstruovanych utvarov, ¢im sa mysli
vizualna zmena farebnosti modelov, stylu zvyraznenych ¢iar a pléch, ich , hribky” a pod.

Ako demonstracny priklad nam opat posluZi bod, ktory sa zvyCajne na pracovnej ploche
pocitac¢a virtualne modeluje ako samostatny geometricky Utvar v tvare kruhu, Stvorca, i
kruznice alebo prieniku dvoch Useciek (krizik) s roznymi volitelnymi rozmermi.

Konstrukcie, kde bod ,presahuje” priamku, su teda na zamyslenie. Obdobne, aj pri
dynamickych softvéroch modelujicich geometrické utvary trojrozmerného priestoru, kde
priamka sa javi napr. ako valcova plocha.

V kazdom pripade ide o paradox, ktory nie je mozné z DGS odstranit - geometricky Utvar sa
musi vizualizovat nejakou vhodnou formou na pracovnej ploche.

Je jasné, Ze aj vo vyucbe geometrie, kde sa uci klasickym spésobom, prichadza k analogickym
nezrovnalostiam. Nie su vSak také markantné a Ziaci k nim nie su taki vnimavi.

Z uvedeného vyplyva aj jedno doélezité varovanie.

Neuvazené aplikacie DGS do vyucby geometrie v ranych stadiach vyucby, ¢i uz planimetrie na
prvom stupni ZS alebo v za&iatkoch stereometrického uciva, by mohlo viest k vytvoreniu
nespravnych geometrickych predstdv a naslednej deformacii pozndvacieho procesu.

Euklidov pristup ku konstrukciam

Dal$im problémom je euklidovsky pristup ku kontrukcidm. Vysvetlime na priklade priamky.
Priamka je jednoznacéne urc¢end dvomi navzajom réznymi bodmi, ktoré su priamo dané, alebo
su uréené ako prieseCniky zostrojenych Utvarov. V klasickej vyucbe nie je nutné, aby tieto
priesecniky boli exaktne zvyraznené, postacuje vizualny prienik dvoch kriviek na tabuli, Ci
papieri.

V DGS sa musi prieseénik exaktne definovat pomocou vhodného konstrukéného nastroja
(zvycajne nazvaného priesec¢nik), inak ho pocita¢ neidentifikuje a nie je mozné s nim pracovat.

Spolocné body prieniku dvoch Gtvarov

Ak bod je stredom zvazku priamok 1. druhu, potom je jedinym spolo¢nym bodom fubovolnych
dvoch priamok tohto zvazku. Pre DGS existuje C(2, n) priesecnikov, kde N je pocet priamok
zvazku, t.j. kazdy priesecnik je mozné urcit ako prienik fubovolnych dvoch priamok. Takym
spbsobom existuju pre pocitac tri priese¢niky taznic trojuholnika, ktoré si z geometrického
pohladu totoZznymi bodmi, pre pocitacovy program tri identity.
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Obr. 1

Naviac, v DGS sa nerozlisuje, ¢i sme Utvar pomocou danych bodov uz zostrojili.

Napriklad, ak sme dvomi danymi bodmiraz pomocou nastroja ,,zostroj priamku uréent dvoma
bodmi“ priamku zostrojili a opdtovne pouzijeme tento nastroj na dané body, znovu priamku
zostroji a program eviduje vo vnutornom zozname zostrojenych uUtvarov pod inym
pomenovanim, t.j. nerozliSuju sa totozné Utvary (obr. 1).

K nezrovnalostiam prichadza aj pri automatickom uréovani prieseénikov, najma ak ide
o prienik dvoch kriviek a aspon jedna je kvadraticka. Sec€nica kruznice pretina kruznicu v dvoch
navzajom réznych bodoch, ktoré v DGS vie uzivatel pohodlne oznacit. Interaktivita programu
dovoluje zmenit poziciu priamky vodéi kruznici, dynamika vyznacuje aktudlne pozicie
priese¢nikov, kym secnica ,,prejde” do vizualneho, limitného pripadu dotycnice.

Podla definicie je dotyCnica priamka, ktord ma s kruznicou jediny spoloc¢ny bod. V tomto
pripade pocita¢ eviduje body dva, pretoze pracuje na baze zakladov analytickej geometrie
auloha o vzajomnom prieniku priamky a kruznice sa prevadza na najdenie korerov
kvadratickej rovnice sredlnymi koeficientmi (hodnoty softvér pouzije ako suradnice
odpovedajucich bodov, ktoré nasledne zobrazi).

Vizualizacia relacie totoznosti vychddzajuca z deduktivheho ponimania geometrie teda nuti
premyslajuceho uzivatela (ucitela, Ziaka) k zamysleniu sa nad vyznamom aparatu analytickej
geometrie.
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Odhad a meranie

Tym, Ze DGS pracuju na baze aparatu analytickej geometrie, prindsaju aj ini vymozenost —
meranie vzdialenosti, velkosti uhlov a vypoéty obsahov. Hoci je uZivatelovi umoznené, aby
nastavil presnost numerickych vypocétov s vopred stanovenym poctom desatinnych miest,
stdle pojde o priblizné vypocty.

Ztoho dobvodu treba neraz Ziakom zdoraznit, Ze zobrazované hodnoty nemozu byt
povaZované za relevantny dékaz vybranej geometrickej vety. Jej vSeobecnu platnost je nutné
dokazat. Nazorna numericko-graficka vizualizacia je len podnetom k objavovaniu a formulacii
hypotézy.

Napriklad, ak sa rozhodne ucitel demonstrovat vetu o sucte velkosti vnutornych uhlov
trojuholnika, lahko necha pomocou nastroja ,meranie uhla“ uhly zmerat aich aktudlne
hodnoty zobrazit, dokonca urdit aj ich sucet.

MoéZe nastat pripad, Ze vysledna zobrazend hodnota sa bude lisit od ocakavanej konstanty
rovneJ 180°, dokonca ju moze prekrodit.

B
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Obr. 2

Velkosti vyznaéenych uhlov na obrazku nezodpovedaju geometrickému poznaniu.

Na obr. 2 je nastavené zaokruhlovanie na celé Cisla. Majme vSak na pamati, Ze nech nastavime
zaokruhlovanie na lubovolna presnost, vidy pdjde o priblizné vypocty. Navyse, v trojuholniku
ABC bolo zvolené automatické urcenie velkosti vnutornych uhlov. Vysledok — program
vyznacil a zmeral nekonvexné uhly, pretoze ,reSpektoval” ich orientaciu zavedenu poradim,
vakom boli body A,B,C zostrojované. Premiestnenim bodu B do opacnej polroviny
s hrani¢nou priamkou AC, program automaticky preznaci uhly na vnutorné uhly trojuholnika
ABC.

Aka je pricina?
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Vo vyucbe geometrie sa orientdcia uhla zavadza az na strednej Skole, kedy sa vyucuje zhodnd
transformacia — otocenie. DGS vsak s orientaciou pracuju striktne a velkosti uhlov zobrazuji a
meraju v kladnej orientacii.

Obdobna situdcia nastava pri merani diZok Useciek. Ich orientécia sa v DGS nezavadza, ¢o je
dobré avsulade s definiciou dizky Gse¢ky. Numerickd presnost viak moze obdobne
skomplikovat predkladany geometricky poznatok.

Konstrukéné Glohy o trojuholniku na ZS

Pouzitelnost DGS pri konstrukénych ulohach, v zadani ktorych vystupuje uhol, resp. jeho
velkost, je na zdkladnej skole zna¢ne obmedzena.

Ak uvazime napriklad konstrukciu trojuholnika podla vety SUS, potom v klasickom pristupe ku
konstrukcii si Ziak ako prvu zostroji usecku, ktord leZi na ramene daného uhla. Nasledne
zostroji bod druhého ramena pomocou uhlomeru tym, Ze nanesie uhlomerom odpovedajtcu
velkost daného uhla, zostroji druhé rameno a kruznicovym oblikom na prave zostrojenom
ramene vyznaci krajny bod prilahlej isecky k danému uhlu.

Prave manipuldcia s uhlomerom, takd samozrejma pre Ziaka, je v DGS prostredi na drovni
zakladnej Skoly problematicka.

Presne zostrojit ,,chybajice” rameno Ziak / ucitel moze bud zhodnostou - otocenim Usecky
okolo jej krajného bodu alebo priamou konstrukciou fubovolnej polpriamky so spolo¢nym
zaciatocnym bodom, ked danu - poZadovanu velkost uhla prispésobi zadaniu vdaka
interaktivite programu.

V prvom pripade, ked'Ziaci nepoznaju transformaciu (otocenie), ide o intuitivne pochopitelny
algoritmus, podany viac-menej bez vysvetlenia.

V druhom pripade vidime prisp6sobovanie si podmienok zadania, didakticky nevhodné
ulahcenie, nabadajuce k hadaniu, ktoré moze viest aj k problematickému vyhodnocovaniu
poctu rieSeni v diskusii konstrukénej ulohy.

Praca v rozSirenej euklidovskej rovine

Za jeden zo zavaznejSich metodickych problémov v DGS vsak povazujeme ,pracu s
nekone¢nom®.

Uc¢ime ziakov euklidovski geometriu a niektoré DGS kvoli ,plynulosti konstrukcii pracuju
v rozsirenej euklidovskej rovine. Takymto vyucbovym softvérom je napr. Cabrill a Cabrill Plus.
Skryté ,,nekoneéno” sa naplno prejavi v konstrukcidch r6zneho charakteru, kde vystupuje
automaticka animacia.

Predstavme si, Ze demonstrujeme Ziakom podstatu vzorca na vypocet obsahu trojuholnika

1 . y iy . . . . y
podla vzorca S ==12v, kde z je zakladna, vV vyska trojuholnika. Zostrojime teda zakladnu z,

vo vybranej vzdialenosti V rovnobezku, na ktorej zvolime lubovolny bod. Vyznacime
trojuholnik a nechame program vypocditat (numericky) a zobrazit obsah Utvaru zabudovanym
nastrojom.

Ak pohybujeme bodom po priamke, obsah zostava konstantny, pretoze ako dizka zékladne,
tak aj vyska trojuholnika, si nezmenené.

Zmenou jedného z uvedenych parametrov, zmeni sa aj hodnota obsahu trojuholnika. Potial je
vsetko v poriadku.
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Ak vSak pohybujeme bodom po priamke dostatocne dlho, pripadne pouzZijeme ndstroj
»animdcia“, po nejakom case tento bod ,preskoCi a pride do viditelnej Casti pocitacovej
plochy z druhej strany, nez , odiSiel”.

Ulohy s ¢iselnymi vstupmi

Vi&sina zadani konstrukénych dloh na 7S a SS je s konkrétnymi &iselnymi poZiadavkami na
dizky danych usetiek, resp. velkosti uhlov.

To vyzaduje pri rieSeni pomocou DGS zadanie konkrétnej hodnoty do programu vopred, ¢o nie
je problém, pretoZe s touto moznostou DGS disponuju - roznymi spésobmi a v roznej kvalite.
Ma viak tsecka dizky 2 cm, ktord deklaruje vystup z programu, skutoéne 2cm?

K deformacii odhadu hodndét prichadza aj v momente, ked konstrukciu ,priblizime” oku
pozorovatela.

Predimenzovanie konstrukcii za u¢elom interaktivity

Ziakov u¢ime rysovat pomocou tradi¢nych prostriedkov esteticky a Usporne, aby obrazok
nebol preplneny a dal sa lahko ,¢itat” .

Ak aplikujeme takyto pristup aj do vyucby pomocou DGS, pri zasahu do konstrukcie aj pri
zachovani vstupnych hodnot, méZieme ,stratit” vysledok v dosledku zaniku dovtedy

existujiceho priese¢niku. Ziaka to moéze viest k mylnym zaverom, e Uloha nemd riesenie.
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Obr. 3

Zabezpedit konstrukciu tak, aby bola interaktivna a stale ,dobrda” vyZaduje pri zostrojovani
nevyuzivat Gtvary koneénych dizok, t. j. namiesto kruZnicovych oblikov zostrojovat kruznice a
namiesto Useciek a polpriamok radsej priamky.

Musime poznamenat, Ze takto ob¢as dostaneme vysledok, ktory nie je rieSenim. Vhodnym
ilustracnym prikladom su konstrukéné ulohy na zostrojenie Stvoruholnika, kedy sa vo
vyslednej konstrukcii moze objavit aj tzv. skrizeny Stvoruholnik.
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Na obr. 4 je rieSenie konstrukénej Ulohy v programe GeoGebra s tymto zadanim:
Zostrojte lichobeZnik ABCD, ak su dané dl’z“ky jeho stran, a=4cm, b=3cm, c=1cm, d=2cm.

Prienikom rovnobezky p s kruznicou k¢(C, c=1cm) su dva body D, D;. RieSenim je viak len bod
D, utvar ABCD; predstavuje tzv. ,skrizeny Stvoruholnik”. V zahrani¢nej literature, skrizeny
Stvoruholnik je mnoZina bodov roviny, ktoré si ohrani¢ené zloZenou, uzavretou lomenou
¢iarou so Styrmi vrcholmi. V nasej, slovenskej metodike takyto uUtvar nepovaZujeme za
Stvoruholnik.

Nie je utvar ako utvar

Ak ucitel na tabuli zostroji uzavretl lomenu ciaru s tromi vrcholmi, prehlasi ju za trojuholnik.
Je zrejmé, Ze podla definicie je trojuholnikom mnoZina bodov roviny ohrani¢ena touto ¢iarou,
vratane Ciary. Z didaktickych dévodov nie je vSak Ziaduce na tabuli zvyrazriovat plochu. Pre
pracu v DGS je nutné programu definovat, Ze ma ,pracovat” s rovinnym Utvarom, pretoze
vysSie prevedena konstrukcia v geometrickom programe zostane lomenou ciarou, s ktorou sa
da pracovat inak ako s trojuholnikom zostrojenym pomocou nastroja ,,mnohouholnik”.

Vizualizacia Utvarov trojrozmerného priestoru

K najznamejSim a najpouzivanejSim dynamickym vyucbovym softvérom, ktoré vizualizuju
trojrozmerny euklidovsky priestor, su v su¢asnosti Cabri 3D a GeoGebra 5.
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Obr. 5

Nespornou vyhodou tychto pocitacovych programov je ich funkcia virtualnej manipulacie

s konstrukciami, ako aj mozZnost prezerania si konstrukcii z r6znych pohladov. Za tym ucelom
hlavhou zobrazovacou metddou je stredové premietanie a nie klasické volné rovnobeiné
premietanie, ktoré u¢ime Ziakov na hodinach geometrie. (Sedivy, 2006)

Volné rovnobezné premietanie urcené svojimi charakteristikami neumoziiuje takuto
manipulaciu s objektmi.

Vyhoda ,poprezerania si konstrukcie z kazdej strany” ma podla nasho nazoru vyznamny
didakticky prinos.

Volne povedané, ide o pripad porusenia pravidiel zobrazovania telies v Skolskej geometrii, nie
zakonitosti zobrazovacich metdd. Uvaime tato skutocnost na ukazke, kde sa zostrojené
rovnobezky - priamky FG a EH nezobrazia ako rovnobezné.

Zo skusenosti vieme, Ze vo vacSine pripadov si tento jav Ziaci/uZivatelia nevsimnu. V pripade,
Ze by sa tak stalo, ma ucitel k dispozicii vyssie uvedené vysvetlenie.

Zaver

Na zadver eSte poznamename, Zze tvorivy ucitel dokaze aj ztychto ,nevyhod”
a terminologickych nezrovnalosti ¢osi podnetné ,vytaZit” a vyuZit vo vyucovacom procese.
To, ¢o sa javi ako metodologicky problém, moze byt v rukach Sikovného a tvorivého uditela
prilezitostou k ndazornému, konstruktivistickému pristupu k vyucbe. Takymito a obdobnymi
Uvahami sa eSte budeme zaoberat v niektorom z dalSich prispevkov.
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