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Abstract

The submitted article aims to present possibility of how to teach geometric transformations in
connection with visual arts. The author of the article believes that the simple art techniques can
motivate and activate pupils in teaching of mathematics, regardless of their age and ability. Beside
that, the non traditional tasks have an affect on the motivation of pupils, too. The topic of geometric
transformations give us space to teach mathematics in interesting way and offer pupils to be
creative.
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Uvod

K casto rieSenym problémom vo vzdeldvani na Skolach patria okrem problémov so
sustredenim, aj problémy s motivaciou Ziakov k préci. Niektori autori vidia rieSenie tohto
problému vo vytvoreni vaésieho priestoru pre tvorivost Ziakov pri uceni a vyucovani. To

zaroven predstavuje aj jeden zo zakladnych principov a ciefov modernej pedagogiky
a humanisticky orientovanej vychovy (LokSovd, Loksa, 1999).

Jednym z principov zvySovania motivacie Ziakov je zabezpedlit, aby vo vyucovani boli
pouzivané tvorivejSie ulohy, pretoZe nerozvijaju iba tvorivost, ale aj samostatnost
a motivaciu (Duri¢ a kol., 1986).

Tvorivé ulohy sa vyznacuju tym, Ze su pre Ziakov nové a nezname, obsahuju prvky nejasnosti,
neurcitosti a su prekvapivé. Nie su pri nich uréené vsetky podmienky rieSenia ulohy. Ich
rieSenie si vyzaduje tvorivy postup, ktory sa vyznacuje aktivnou pozndvacou cinnostou
(hfadanie, experimentovanie, badanie). Takymito Ulohami mézu byt Ulohy spdjajuce
matematiku a vytvarné umenie. Vhodnym prikladom spojenia matematiky a umenia su
teseldcie, ktoré tvoril holandsky grafik M. C. Escher, ktory nebol matematikom, avsak
Studoval ornamentdlne vzory, v ktorych sa uplatfiujd matematické principy zhodnych
zobrazeni.

* Corresponding author: edita.smieskova@ukf.sk
DOI: 10.17846/AMN.2015.1.2.21-28



mailto:edita.smieskova@ukf.sk

22 Acta Mathematica Nitriensia, Vol. 1, No. 2, p. 21 - 28

Kto je M.C. Escher?

M.C. Escher alebo Maurits Cornelis Escher sa narodil v Leewarden v Holandsku v roku 1898.
Patri medzi najznamejSich grafikov a jeho diela si zname po celom svete. Pocas Zivota, jeho
dielo bolo vnimané a povaZované za prili§ staromddne, a tiez prili§ matematické. Nasu
pozornost v jeho dielach uputa mnoZstvo matematickych principov a r6znych matematickych
prvkov. Escherove obrazy obsahuju systematické principy konsStrukcie. Hranice medzi
moznym a nemoznym svetom davaju Escherovmu dielu zvlastne postavenie nielen vo
vytvarnom umeni, ale aj v matematike ¢i geometrii. Pre Eschera bol povrch videného sveta
iba kuskom latky, ktord mozZete nastrihat, zloZit, vytvarovat a usporiadat roznymi spdsobmi.
Ako vynikajuci kresliar si dal za Ulohu portrétovat tieto neskutocné transformacie priestoru
v rdmci znamych hranic vystavenych na kuse papiera. Vysledné obrazy sa stali oblUbenymi
umeleckymi dielami pre mnoistvo divdkov po celom svete. Escher o svojej praci v liste
synovcovi Rudolfovi Escherovi z 17.1.1944 pise, Zze v prvom rade je jeho ,prdca tesne spojend
s pravidelnym rozdelovanim roviny. Vsetky obrazy poslednych rokov vychddzaju z principu
kongruentnych figur, ktoré nezanechdvaju prdzdne miesta a idu do nekonecna alebo aspori
bez obmedzenia zaplriaji rovinu“. Escher vo svojej tvorbe zasiel ovela dalej ako len
k vyplfianiu roviny, venoval sa aj rezom roviny a tvoril rozne priestorové objekty (Escher,
Locher, Veldhuyse, 2009).

Escherove teseldcie

Escher vytvoril umelecké diela v matematike zname ako teseldcie. Poznal pravidelné aj
nepravidelné teseldcie. Jeho zdluba v teselaciach zacala navstevou chrdmu v Alhambre v
Spanielsku v roku 1926. Ornamenty, ktoré tu videl boli podnetom pre jeho umelecké diela.
Escher dlho studoval tieto ornamentdlne vzory, az nakoniec prisil s kompletnym systémom
ich tvorby. Prvymi dielami inSpirovanymi tymto umenim su Metamorfézy (obr. 1) a Cyklus
(obr. 2).

Obr. 1: Metamorfdozy I, 1937, drevorez, 195 x 908 mm
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Obr. 2: Cyklus, 1938, litografia, 475 x 279 mm

Teselacie

Definicia teseldcii, uvedena v Oxfordskom matematickom slovniku (Clapham, Ch,,
Nicholason, J.,2009) je, Ze teselacie vyplhaju rovinu rovinnymi Utvarmi bez vzdjomného
prekrytia a medzier. Teseldcie mozu byt pravidelné alebo nepravidelné.

V Skolskej matematike sa Ziaci oboznamuju iba s pravidelnymi teselaciami, ktoré vznikli z
rovnostrannych trojuholnikov, $tvorcov alebo pravidelnych $estuholnikov (obr. 3). Ziaci sa
s pojmom teseldcie vo vyucovani matematiky neoboznamuju priamo, ale tento pojem je
skryty v konstrukénych dlohach s inymi vzdelavacimi cielmi.
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Obr. 3: Rovnostranny trojuholnik, Stvorec a sestuholnik

Porozumiet Escherovmu umeniu znamend porozumiet hlavnym principom teselacii. Existuju
4 zakladné spdsoby ako vytvorit teselacie pomocou zobrazeni, a to: posunutim, otocenim,
posunutou sumernostou.

Ako zaradit teselacie do vyuéovania matematiky?

Escherovo umenie tvorby teselacii bolo podnetnym na vytvorenie pracovnych listov a uloh
pre workshop organizovany na katedre matematiky Univerzity Konstantina Filozofa v Nitre
s ndazvom: Kreslime ako Escher alebo umenie zhodnych zobrazeni.

Wrokshop sa konal 20.5. 2015 a bol uréeny pre Ziakov vybraného nitrianskeho gymnazia.
Zucastnilo sa ho 54 Ziakov vo veku od 16 — 17 rokov, ktorych sme rozdelili do troch priblizne
rovnako velkych skupin. Samotny workshop prebiehal v troch etapach po 60 minut.



24 Acta Mathematica Nitriensia, Vol. 1, No. 2, p. 21 - 28

Vzdelavacie ciele workshopu:

podporit medzipredmetové vztahy, a tak motivovat Ziakov k uceniu sa matematiky
najma geometrie;

ukdzat Ziakom pouZitie zhodnych zobrazeni v umeni;

dat Ziakom priestor na tvorivost a vlastné objavovanie;

rozvinut geometricku predstavivost Ziakov.

Workshop sa zacal tvodom o teseldcidch, kde sa nachadzaju v naSom okoli a ako ich mozno
najst aj v dielach Eschera. Nasledne sme Ziakov rozdelili do dvojic, trojic alebo Stvoric podla
toho ako prejavili zaujem o spolo¢nu pracu.

Chceli sme od Ziakov, aby vytvorili vlastné teseldcie podla predlozeného postupu. Kazda
skupina dostala iny postup tvorby teselacii. Konkrétne sme vytvorili 6 pracovnych listov
s roznymi postupmi ako tvorit teseldcie. Pracovné listy boli vytvorené v anglickom jazyku
z dévodu, Ze iSlo o Ziakov bilingvdlneho gymnazia. Tri pracovné listy boli zamerané na tvorbu
teselacii z rovnostranného trojuholnika a tri na tvorbu teselacii zo Stvorca. Pri jednotlivych
pracovnych listoch sme sa snazili pouZit rozlicné postupy tvorby, aby sme Ziakom ukazali
otvorenost tohto problému.

Na konci workshopu si Ziaci vybrali reprezentanta svojej skupiny, ktori prezentoval postup,
akym wvytvorili svoje teseldcie. Cielom bolo, aby oboznamili aj ostatnych spoluziakov mimo
svojej skupiny so sposobom tvorby teseldcii zdaného pracovného listy. Pre nds to bola
spatnd vazba, ¢i Ziaci skutocne jednotlivym postupom porozumeli. Tvorivd atmosféru
workshopu podporili nielen rozdelenim Ziakov do skupin, ale aj vhodnou hudbou.

Ukazka pracovného listu

V tomto ¢lanku popiseme iba jeden vybrany pracovny list (obr. 4). Ziaci mali podla tohto
pracovného listu vytvorit teselaciu vychadzajucu z rovinného Gtvaru - Stvorca, pricom pri
tvorbe teselacie mali vyuzit posunutie.

Pracovny list 3 pouzilo pri rieSeni 9 Ziakov. Kazdy Ziak k tomuto pracovnému listu, okrem
postupu dostal tri transparentné papiere (obr. 5). Na dvoch menSich papieroch bol
narysovany rovnako velky Stvorec a tieto papiere sme oznacili ako PAGE A a PAGE B. Na
trefom transparentnom papieri oznacenom ako PAGE C bolo narysovanych 9 rovnako
velkych Stvorcov ako na papieroch PAGE A a PAGE B, narysované boli tesne vedla seba.
Ulohou pre Ziakov nebolo postup z pracovného listu kopirovat, ale sa nim ingpirovat pre
vlastnu tvorbu.



Edita Smieskova: Kreslime ako Escher alebo umenie zhodnych zobrazeni

25

face &

Phee ©

Obr. 4: Pracovny list 3 Obr. 5: Transparentné papiere

Dalej blizie popiseme postup, ktory bol Ziakom na tomto pracovnom liste predloZeny:

1)
2)

3)
4)
5)

6)
7)

facE A

Obr. 6: Krivka na lavej strane Stvorca
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Narysuj lubovolnu krivku na lavej strane Stvorca na PAGE A (obr. 6).

Prekresli tuto krivku na PAGE B (obr.7). Nakresli tato krivku na pravu a aj na lavu
stranu Stvorca na PAGE B. Potom poloZz PAGE A na vrch PAGE B a prekopiruj tuto
krivku aj na pravu stranu Stvorca na PAGE A (Obr. 8).

Over si, Ze tvoje dva papiere PAGE A a PAGE B vyzeraju ako na obr. 9.
Nakresli flubovolnu krivku na spodnej strane Stvorca na PAGE A (obr. 10).

Prekopiruj tuto krivku na PAGE B na vrchnu a na spodnu stranu Stvorca na PAGE B. A
potom poloz PAGE A na PAGE B a prekopiruj tuto krivku na vrch Stvorca na PAGE A.
(obr. 11).

Pozri sa na tvary, ktoré ti vznikli. Co ti pripominaju? Rastlina? Zviera? (obr. 12)

Prekopiruj tento tvar na PAGE C. Vypli vsetky Stvorce na PAGE C tymto tvarom.
Zakladny tvar vyznac a farebne dotvor svoje dielo (obr. 13).
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Obr. 7 Papier PAGE A je pod PAGE B Obr. 8:PAGE A je pod PAGE B
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Obr. 9: Kontrola PAGE A a PAGE B Obr. 10:Krivka na spodnej strane Stvorca
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Obr. 11: PAGE B je na PAGE A Obr. 12: Hladanie tvaru
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Obr. 13: Vypinenie PAGE C
RieSenia Ziakov

Ulohu riesilo 9 Ziakov, z ktorych 7 Ziakov tlohu splnilo, a jeden Ziak splnil tlohu ¢iasto¢ne
a jedno rieSenie sme nezaradili ani k spravnym, ani k nespravnym rieSeniam. Okrem splnenia
ulohy sme hodnotili aj tvorivost rieSeni, avSsak 60 min. nebolo postacujucich na celkové
dokonéenie prac. Na obr. 14 su dve rieSenia, ktoré povazujeme za spravne. Pri prvom rieSeni
si Ziak hned' na zaciatku vymyslel tvar kvetiny, ktorym vyplni rovinu. Ziak pri tvorbe poufil
posunutie spravne a vhodne. Zaujimavé je, Ze krivku pre spodnu stranu Stvorca si zvoli ako
uzavretu krivku (tvar kvetiny). Pri druhom rieSeni vidime, Ze Ziak postupoval presne podla
postupu, najskor navrhol tvar, ktorym ndsledne farebne dotvoril. Postup rieSenia Ziakov
ilustruju odovzdané casti PAGE A a PAGE B (obr. 15).
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Obr. 14: Spravne riesenia

Obr. 15: PAGE A a PAGE B sprdvnych rieseni Ziakov

Na obr. 16 je dalSie rieSenie Ziaka. RieSenie so Stvorlistkom povaZujeme za ciastocne
spravne. Podla PAGE A a PAGE B usudzujeme, Ze Ziak nevynaloZil velki ndmahu a hned' si
nakreslil tvar Stvorlistka, ktory sice spravne posunul, ¢o mdzZe vidiet na PAGE A a potom
nasledné prekreslenie tvaru $tvorlistka na PAGE B. Ziak neriesil dolni a hornt stranu $tvorca,
preto toto rieSenie povaZzujeme iba za Ciastocne splnené.

Na obr. 17 je dalSie Ziacke rieSenie, ktoré sme nezaradili ani k spravnym, ani k nespravnym
rieSeniam. Podla PAGE A a PAGE B vidime, Ze Ziak si nakreslil lubovolne vSetky strany Stvorca
a tieto prekreslil z PAGE A na PAGE B, nevytvoril vSak utvar, ktory by pokryval rovinu resp.
teseloval. Pri dalSej tvorbe si pomohol Stvor¢ekovym papierom (obr. 17). Vidime, Ze Ziak
nakreslil dva Gtvary, ktoré sa navzajom ,dopliiaju”. Jeho Ulohou viak bolo vytvorit jeden
teselujuci dtvar. Vysledné rieSenie vytvoril striedanim dvoch Utvarov zo Stvorcekovych
papierov. Riesenie je iné ako vSetky ostatné rieSenia, a teda tento Ziak sa nepridrzal daného
postupu. V jeho rieseni by sme okrem posunutia mohli ndjst aj dalSie zhodné zobrazenia.
Tento Ziak bol pri tvorbe podla nasho ndzoru naozaj tvorivy.
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Obr. 16: Ciastocne sprdvne Ziacke riesenie
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Obr. 17: Ciastocne sprdvne Ziacke riesenie
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Na zéklade dotaznikov a rozhovoru so Ziakmi sme niektorych indpirovali k dal$ej tvorbe. Ziaci
v Skdlovacom dotazniku hodnotili aj zrozumitelnost pracovnych listov. Pracovny list 3
ohodnotili na Skdle od 1 — 5, kde 1 znamenalo Uplne zrozumitelny a 5 nezrozumitelny,
nasledovne: 2 Ziaci zakruzkovali 1, 6 Ziakov zakruzkovalo 2 a 1 Ziak zakrizkoval 3. Na zdklade
toho subjektivne hodnotime, Ze nas pracovny list bol zrozumitelny a primerany ich veku.

V 29% pripadoch sa Ziaci vyjadrili, Ze sa im workshop velmi pdcil a 67% sa pdcil a iba 4%
Ziakov z celkového poctu 54 hodnotili workshop ako priemerny.

Obsah workshopu bol pre 22% Ziakov velmi zaujimavy, pre 69% zaujimavy a 9% Ziakov ho
hodnotilo ako obycajny.

A ¢i sa ziaci naucili nie¢o nové? 27% ziakov sa naucilo vela novych veci, 61% Ziakov sa nieco
nové naucilo, 6% aspon nie¢o nové sa naucili, ale bolo toho malo a 6% Ziakov sa vébec nic¢
nové nenaudili.

Zaver

Pocas workshopu si niektori Ziaci nasli vlastny postup tvorby, ¢o povazujeme za kreativne a
tvorivé. Nasim zamerom nebolo, aby Ziaci vytvorili kdpiu Escherovho diela, ale aby si
uvedomili rozmanitost postupov pri vyplfiani roviny. Okrem toho sme chceli, aby si Ziaci
uvedomili vyuzZitelnost zhodnych zobrazeni v rovine.

Zo skusenosti z realizacie workshopu a vysledkov nasich pozorovani sme dospeli k zaveru, ze
na to, aby bol Ziak schopny vytvorit teselaciu podla predlozeného navodu nepotrebuje mat
formdlne vedomosti o zhodnych zobrazeniach, pretoZe tieto sU v postupe skryto
zakomponované. Délezitym predpokladom na splnenie Uulohy 2z wokrshopu bola
predstavivost, manudlna zruénost, a tieZ tvorivost. Ulohy s teseldciami patria medzi tlohy,
ktoré davaju Ziakom priestor na tvorivost, a tak ich m6Zzu motivovat k uceniu sa matematiky.
Motivaéne na Ziakov p6sobi aj spojenie matematiky a vytvarného umenia. Navyse teselacie,
ich tvorba, pozorovanie a zamyslanie sa nad principmi ich tvorby mozu rozvijat geometricku
predstavivost Ziakov.
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