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Abstract

In this article, several distinct proofs of Monge's theorem on three circles are presented. The objective is to
demonstrate the integration of separate geometric findings into a coherent framework and to direct the reader
towards specific geometric interrelations. The paper is primarily addressed to students of mathematics education
taking foundational geometry courses as a part of their university studies.
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Uvod

Geometria patri medzi matematické discipliny, ktoré svojim obsahom a poZiadavkami kladu
na Studenta ucitelstva matematiky vysoké naroky. Zvladnutie obsahovej naplne zakladnych
kurzov z geometrie vyZaduje vstupné vedomosti zo stredoSkolského uciva, dostatocnu
nazornu priestorovi a geometrickl predstavivost, ako aj vySSiu uUroven abstraktného
myslenia. Nazorny styl vyucby sa da prakticky realizovat aj formou prikladov, v rieseni ktorych
sa aplikuju rézne pristupy a metddy. Obdobna situacia je mozna aj pri predkladani dékazov
niektorych viet. Prave to je cielom tohto prispevku - prezentovat niekolko odlisSnych dékazov
Mongeho vety o stredoch rovnolahlosti troch kruznic, ktoré by mohli itatela (Studenta
ucitelstva alebo aj uditela zpraxe) inspirovat aupriamit pozornost na niektoré
interdisciplinarne vztahy a savislosti.

Mongeho veta o troch kruzniciach

Mongeho veta o troch kruzniciach patri medzi zndme geometrické tvrdenia, ktoré su sucastou
vysokoskolskych kurzov z geometrickych disciplin.

Veta:

Ak tri kruznice k,(04,11),k,(0,,1,) a k3(05,73) maju navzdjom rézne stredy a polomery,
potom pre vonkajSie stredy rovnolahlosti E;,, E,3, E341, resp. vnutorné stredy rovnolahlosti
115, I3, 131, dvojic kruznic kq, k4; ko, k3 a k3, k1, potom kolinedarnymi su trojice bodov:
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a) Eiz Ea3,E3q,
b) Iz, 53, E3q,
) Iz Es, I3,
d) Eiz, Iz3, I3;.

Obr. 1: Mongeho veta o troch kruZniciach

Ddkaz — stereometricky

Uvazujme tri gulové plochy T;(04,17),T,(0,,1,) aTl3(05,13), ktorych prienik s rovinou
0,0,05 s uvazované kruznice k,(04,11),k,(05,1,) a k3(03,13).

Nech 7, je spolo¢na dotykova rovina danych troch gulovych pléch. Jej existenciu zarucime

konstrukéne: vrovine T, vyberieme tri navzijom rbézne body T,,T, aTs, ktoré budu
dotykovymi bodmi gulovych ploch Ty (04, 77),T,(05, 1) a I3(03,13) s rovinou Tg,.

Obr. 2: Gulové plochy I1(04,1,),[,(04,1,) a I3(03,13) v rovnakom polpriestore

V bode T; zostrojime kolmicu na rovinu 7, a na kolmici uréime bod 0; tak, aby |T;0,| =,
a zostrojime gulovu plochu T;(04,17); analogicky zvy$né dve gulové plochy TI,(0,,13)
al3(05,13).
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Nech body O, a O3 lezia v rovnakom polpriestore ur¢enom rovinou 0;0,03; a bodom 0;.
Obr. 2.

KedZe podla predpokladu maju gulové plochy r6zne polomery, je rovina 00,05 réznobezna
s rovinou Ty. Roviny 7y, 010,05 sa pretinaju v priesecnici, na ktorej lezia vonkajsie stredy
rovnolahlosti body E;,, E53, E3;.

Dokaz, Ze uvazované priesecniky su stredy rovnolahlosti vyplyva z podobnosti trojuholnikov,
napr. A O,T1Ei; ~A 0,T,E;, podla vety uu (X0.E;Ty = X0,E,T,; <0.T1E ; =
20,T,E;,).

Obr. 3: Vonkajsia os podobnosti E;, — E,3 — E31 ako priesecnica rovin TyT,T3 a 0;0,05;.

Nech 75 je spolo¢nd dotykova rovina danych troch gulovych pléch zostrojena analogickym
sp6sobom - v rovine 75 vyberieme tri navzajom roézne body T;, T, a T3, ktoré budu dotykovymi
bodmi gulovych ploch T; (04, 14),I,(0;,73) a I'3(03,73) s rovinou t3.

Iy

Obr. 4: Konfigurdcia gulovych pléch I7(04,11),T,(04,1,) a I3(03,13) v priestore
AvSak, bod 05 zostrojime vopaénom polpriestore nez lezia gulové plochy
I1(04,11),T,(0,,1,). Obr. 4.

KedZe stredy gulovych ploch 04,0, a O; su v opacnych polpriestoroch, rovina 0,0,05 je
réznobezina s rovinou 73.

Roviny 13, 0,0,05 sa pretinaju v priesecnici, na ktorej lezi vonkajsi stred rovnolahlosti - body
E;, a vnutorné stredy rovnolahlosti I3, I3.
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Zvy3né dva pripady kolinedrnych bodov I;,, I3, E31 alebo I, E53, I31 sa dokaZzu analogicky. [

Obr. 5: Jedna zo Styroch konfigurdcii gulovych pléch I;(04,1,),T2(05,13) a I5(03,13) v priestore

Do6kaz pomocou Menelaovej vety
Jeden z elegantnych dékazov je zaloZeny na pouzZiti Menelaovej vety, ktora znie:
Veta (Menelaova veta)

Priamky AB, BC, CA uréené vrcholmi trojuholnika ABC pretina priamka p tak, Ze neprechdadza
Ziadnym z vrcholov 4,B,C. Ak ABnp=C(,BCNnp=A4,, CAnp = By, potom pre sucin
deliacich pomerov (ABC;), (BCA,) a (CAB,) plati:

(ABC,).(BCA,). (CAB,) = 1.

hY -

A B+
Obr. 6: Menelaova veta

Doékaz vyplyva z podobnosti trojuholnikov. V oznacdeni podla obr. 6 a vety uu plati:

A AC,P ~A BC;R, A AB;P ~ACB,P, A BA;R ~A CA,Q.

Odvodime:
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X y z
ABC,) = +—, BCA,) = —=, CAB,) = ——.
( 1) +y ( 1) 2 ( 1) p

(ABC,).(BCA,).(CAB;) = +§ : (_ X) : (_ 5) =

Z

V dokaze Mongeho vety sa uplatfiuje obratené tvrdenie.
Veta (obratend Menelaova veta)

Ak na priamkach AB,BC,CA urcenych vrcholmi trojuholnika ABC lezia postupne body
Cy, A4, B;, rézne od vrcholov A4, B, C, a sucasne (ABC;).(BCA,). (CAB;) = 1, potom su body
Cy,Aq, B kolinearne.

Detaily ohladom dokazu obratenej Menelaovej vety ndjde Citatel v (Pedoe, 2013) alebo
(Sedivy, Vallo, 2013).

Obratenu Menelaovu vetu pouZijeme na trojuholnik 00,05 a vypocitame odpovedajlce
deliace pomery.

a) Postupne zpodobnosti trojuholnikov A 0;TyE;; ~A O,T,E ,, A O;T,E3 ~A
03T3E23 a/ 03T3E31 ~/A 01T1E31 Vypl\'/va:

4
(010,E;3) = +—=
n
T3
(0;03E53) = +—
Ly

L]
(0304E3,) = +—
T3

Vypocitame:

rn 3TN
(0102512)- (0203523)- (0301531) = r_ —-—=1L

Z uvedeného vyplyva, Ze body E,, E»3, E34 su kolinearne.

b) Ak I,3,1I3; su vnutorné stredy rovnolahlosti kruznic k4, k,, k3, potom z podobnosti
trOjUhOInllkOV A 01T1E12 ~A 02T2E12, A 02T2123 ~A 03T3123 a A 03T3131 NA
0,T; 15, pre deliace pomery odvodime:

(0,03E;) = +:—2, (0;03133) = —:—3, (030:137) = —:_1-
1 2 3
Pre vysledny sucin plati:
2 T3
(0,0;3E43).(0303133). (030, 131) = +—- (‘ _> ' (— _) =1
&1 2
Body E; 5, I3, 31 su kolinedrne.

c) Analogicky sa dd dokazat, Ze na jednej priamke leZia body I;,, E,3, I3; a kolinearne su
tiez bOdy 112,123,E31. |



26 Acta Mathematica Nitriensia, Vol. 10, No. 2, p. 21-32

Do6kaz — analytickou metédou
V dokaze pouzijeme lemy (pomocné tvrdenia).

Lemal

Ak sa vrovnolahlosti Hg (E,:—z) kruznica k;(04,71) zobrazi do kruZnice k,(0,,1), potom plati:
1

rz. 01 - T‘l. 02

n—n
Doékaz. Podla oznacenia na obr. 7 z podobnosti trojuholnikov A O EA ~A 0, EB vyplyva: % = :—1
2 2
Pre vektory O, E, O,E odovodime:
01E - . OzE
]
. E—1,,00 =1.E —11.0,
(rp,—1).E =10, — 1.0,
5.0, —11.0
g2 7
n—n
[

c

Obr. 7: Rovnolahlosti kruZnic: H (E, ?) ki = kyaH; (I, —:—2) ki — ky
1 1

Lema 2
Ak sa vrovnolahlosti 7, (1,—:—2) kruznica k,(04,1;) zobrazi do kruznice k,(0,,1,), potom plati:
1
[ = 7”2.01 +7”1.02

1+
1041] _ 11
01| 7y

Dékaz. Podla oznacenia na obr. 7 z podobnosti trojuholnikov A 0,1C ~A 0,IB vyplyva:

Pre vektory 517, 0_27 odovodime:

S
)
~
I
=
iy
N~/
I
|
o
N
~
|
=
N
—/
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(T'Z + T'l).I = 7"2.01 + Tl. 02
[ = 75.04 +11.0,
 rptrn

Teraz pristupime k dékazu Mongeho vety. Podla lemy 1 odvodime :

_ 7'2.01—1”1.02 _ r3.02—7'2.03 _ T1.03—T3.01
El - , E23 - 7 E31 - '

T2—T1 T3—T2 T1-T3
Ukazeme, Ze existuje t € R také, ze E3qy = t.E;; + (1 —t). E53. Pocitame:
(r =11).E1p =15.0; —11.0; /.13
(r3 —13).Ez3 =713.0, —12.05 /.1y
U
r3.(ry —11).E1p + 1. (13 = 13).Ep3 = 15.13.0; — 11.15,.03 /i1,

T3 7
o (r; —=11).E1p + o (r3 = 12).Ez3 =713.07 —11.03 /(L —13)
2 2

T3 T, — T E T T3 — T3 E _ 13.0; —1.03 i — 1)
—— . 12 —— . 2 -_— . 1_
T, 1 —T13 T, n—T13 3 = 3
3 I,—n o r3—"n
. E2+_ .E23 =E31.

T =13 ! T, 1 —T13

Pre koeficienty v linedrnej kombindcii plati:

T_S TZ —7"1 +7"_1 7"3 _Tz _T3.T2 —1"3.7"1 +T‘1.T‘3 —1"1.7"2 _ 1

T, =T T, 1n—T; 1. (ry — 13)
., T3 Ty—T r T3-T JERTI
Ak poloiime t==2.221 3 1—-t=2 2322 potom sme dokazali, Ze:
T, r1—13 T 13

E31 =t. E12 + (1 - t)'E23.

Tym sme dokazali, Ze vonkajsie stredy rovnolahlosti E;,, E,3 a E3; leZia na jednej priamke.

ESte dokdZeme, Ze body 115,153 a E31 su kolinedrne. Podla lemy 1 a lemy 2 plati:

75.01 +11.0, 13.05 +15.0; 71.03 —11.03
12 =" 7 . 23 T [ o Eyy=——
r,+n r3+1m; -1

Pocitame:
(ry +1).11 =1,.0; +11.0, /.13
(r3 +13). 153 =13.0, +1,.05  /.(—1y)
Rovnice s¢itame a odvodime:
r3.(ry +1). L1 — 11.(r3 + 13). I,3 = 15. (1301 — 17.03)

. (rpy+13) r3 (rp+1) E
e N l3 T ~"t1i2 = E3
r, (rp—13) r, (rn—713)

Overime rozdiel koeficientov v rovnici:
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o (rp, +13) T3 (rp+m) 1.rp+r.rs—r3r, =131 N
rp (n—m) np (n—r) 1. (ry —13)

Stredy rovnolahlosti I, ;3 a E34 leZia na jednej priamke.

¢) —d) Cyklickou zdmenou lahko odvodime:

r, (r3+1) r (r3+1,) L= E
T NI 123 = B2
r3 (rp—11) r3 (rp—1p)
T3 (ry + 1) _ r, (rp +713)

12
1 (3—13) r (r3—13)

Do6kaz pomocou Desarguesovej vety

Desarguesova veta patri medzi zndme vety projektivnej geometrie.

Veta

Ak sa priamky AD, BE,CF uréené vrcholmi trojuholnikov AABC,ADEF pretinaju v jednom
bode VV, potombody P = ABNDE,Q = BC NEF,R = AC N DF (ak existuju) leZia na jednej
priamke.

\%
L3
1

/

1
1
Q
1
1
r I A
1
1
1
|
1
[}
1
1
1
]
1

AY

Obr. 8: Desarguesova veta

Naznacime myslienku dékazu pomocou rovinného rezu trojbokého ihlana, resp. ihlanovej
plochy.

UvaZujme o trojookom ihlane ABCV a reze rovinou DEF (obr. 8). V pripade, Ze existuje
priesecnica rovin ABC, DEF, leZia uvazované priesecniky P, Q a R na tejto priesecnici. Opat
pod podmienkou, Ze prieseCniky existuju. Ak by roviny ABC, DEF boli rovnobeziné, alebo

niektora z priamok DE, EF, DF je rovnobezna s rovinou podstavy ABC, potom v euklidovskom
priestore [E5 prisluSny priesecnik neexistuje.
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Ak uvaZujeme o rovinnom reze trojbokého hranola, resp. hranolovej plochy (bod V je

»,hevlastnym bodom v nekonecéne”), potom Uvahy o existencii uvazovanej priesecnice rovin,
ako aj existencie priese¢nikov P, Q, R su analogickeé.

Poznamka. Ak uvaZujeme o konfigurdcii trojuholnikov v projektivnej rovine IP,, v ktorej dve priamky

maju vzdy spolo¢ny bod (vlastny alebo nevlastny), potom méze nastat niektory z pripadov podla obr.
9 (neuvadza vsetky potencidlne konfiguracie).
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Obr. 9: Niektoré konfigurdcie pre Desarguesovu vetu
Trojuholniky ABC, DEF sa v literatire nazyvaju perspektivnymi trojuholnikmi.

Teraz uvedieme dalsi dokaz Mongeho vety.

Nech stredmi 04, 0,, 05 kruZnic kq, ko, k3 prechadzaju tri navzdjom rovnobezné priamky
P1, P2, 3 tak, aby:

p1 Nky = {My, M4}, p2 N ky = {My, My, }, p3 N k3 = {M3, M33}.
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Moo
Obr. 10: Rovnobezky py, v,, P3 prechddzajice stredmi danych kruznic

Uvazujme ,zakladny” trojuholnik 0,0,03. Podla oznaéenia na obr. 10 zostrojime trojuholnik
MM, M.

Obr. 11: Perspektivne trojuholniky 0,0,05 a M{M, M3

Podmienka navzdjom rbéznych polomerov 1,1, ars danych kruinic kq,k, a ks zaruduje
existenciu priesecnikov E;,, E53, E31. Napr. Stvoruholnik 0,0,M,M; je lichobeznik, ktorého
ramena 0,0,, M; M, sa pretinaju v strede rovnolahlosti kruznic k4, k, - v bode E;,.

Vzhladom k tomu, Ze trojuholniky 0,0,05, M;M, M5 su perspektivne (spolocny priesecnik
priamok p4, P, P3 je nevlastnym bodom projektivnej roviny), podla Desarguesovej vety leZia
body E;,, E»3 a E3; na jednej priamke.

Krovnakému zaveru dospejeme, ak uvazujeme o perspektivnych trojuholnikoch
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Obr. 12: Doplinenie o perspektivne trojuholniky 010,03 a M1, M5, M33

Analogicky, ak uvazujeme o perspektivnych trojuholnikoch 010,03, M{M,M33, dokdZzeme,
Ze kolinearne su body E,, I3, I31.

M 1

Obr. 13: Perspektivne trojuholniky 0,0,03 a MM, M33

Rovnaky vysledok odvodime, ak zvolime trojuholnik M, M,, M (obr. 14).
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Obr. 14: Perspektivne trojuholniky 010,03 a My1 M5, M5

Obdobnymi Gvahami by sme dokazali kolinearnost bodov E,3, 131,115 a E3q, 145, 1,5. Detaily
prenechame (Citatelovi. [ |
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