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Abstract

Paper explores the possibilities of applying a constructivist approach and GeoGebra to teaching plane sections
of solids at secondary school. The theoretical part outlines the fundamental principles of constructivism and
highlights the importance of actively involving students in the process of knowledge construction. Attention is
also paid to the use of GeoGebra in developing students’ spatial visualization and geometric thinking. Particular
emphasis is placed on teaching plane sections of solids, which is considered one of the more challenging topics
in school solid geometry. The paper presents possibilities for the dynamic visualization and manipulation of
geometric objects, as well as for testing students’ hypotheses using GeoGebra. Its aim is to introduce an approach
that enhances visual understanding, encourages the independent discovery of geometric relationships, and
supports students’ active construction of knowledge.
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Uvod

Priestorova geometria patri medzi oblasti matematiky, ktoré kladd zvySené naroky
na priestorovd predstavivost Ziakov, ich schopnost analyzovat vzajomnu polohu
geometrickych Utvarov a zobrazit trojrozmerné situacie do roviny. Osobitne naro¢nou témou
su rezy telies rovinou. Pri ich zostrojovani nestaci mechanicky ovladat jednotlivé postupy, ale
je potrebné porozumiet priestorovym vztahom, identifikovat priesecnice roviny rezu
so stenami telesa a spravne urcit vysledny rovinny Gtvar. Tradi¢né konstrukéné riesenia pritom
nemusia Ziakom poskytovat dostato¢nu oporu na vytvorenie spravnej predstavy o riesenej
situacii.

Jednou z moinosti, ako podporit porozumenie tomuto ucivu, je uplatnenie
konStruktivistického pristupu, pri ktorom Ziak nie je iba prijimatelom hotovych poznatkov, ale
aktivne sa podiela na ich wvytvdrani. Prostrednictvom skdmania, diskusie a rieSenia
problémovych uloh si postupne buduje vlastné geometrické poznatky. Vhodnym nastrojom
na realizaciu takto koncipovaného vyucovania je program GeoGebra, ktory umoziuje
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dynamicky zobrazovat priestorové objekty, menit ich polohu, sledovat vznik rezu a overovat
spravnost navrhnutého riesenia.

Cielom prispevku je predstavit mozZnosti prepojenia konstruktivistického pristupu s vyuZitim
programu GeoGebra pri vyucovani rezov telies rovinou na strednej skole. Pozornost venujeme
teoretickym vychodiskdm konstruktivizmu, zaradeniu uvedenej témy do obsahu
matematického vzdeldvania a ndvrhu aktivit podporujucich rozvoj priestorovej predstavivosti
a geometrického myslenia Ziakov. Sucastou prispevku je aj ukazka riesenia nestandardnej
ulohy, pri ktorej je mozné overit u Ziakov pochopenie skimanych geometrickych vztahov
a zdoévodnenie svojho postupu v rieSeni tlohy.

Konstruktivizmus ako teoreticky zaklad pre vyucovaci proces s vyuzitim IKT

Tedria konstruktivizmu patri v si€asnosti medzi najvyznamnejsie (psycho)didaktické tedrie
zddrazniujuce Cinnostny a socialny aspekt Skolského vzdelavania (Kosikovda, 2011). Podstatou
konstruktivizmu je to, Ze myslenie dietata nie je len nejaké nedokonalé myslenie dospelého,
ale poukazuju na to, Ze v jednotlivych vyvinovych obdobiach prechadza myslenie dietata
jednotlivymi Stadiami, na ktoré ma vplyv prostredie, skisenosti a vsetko, ¢o dieta obklopuje
(Petladk, Komora, 2003).

Rozni autori (napriklad Hanuliakovd, 2015; Turek 2010) tvrdia, Ze ucitel by mal pri
konstruktivistickom vyucovani dbat na to, aby podporovali samostatnost a iniciativu Ziakov,
pri poloZzenych otazkach davali priestor na premyslanie, zapdjali Ziakov do ucebnych ¢innosti
ainych aktivit, podporovali skimanie a to aj prostrednictvom otvorenych otazok,
povzbudzovali k vzajomnému kladeniu otdzok a nabadali Ziakov k pouZivaniu informacénych a
interaktivnych pomécok vhodnych k manipulaénej ¢innosti. Su¢asne musia dbat aj na to, aby
Ziak nekriticky preberal uz existujlce zauzivané konstrukcie a postupy.

Z pohladu konstruktivizmu mozno informacné a komunikacéné technoldgie vyuZivat aj ako
nastroj na rieSenie problémovych uloh vo vyu¢ovacom procese. Problémové situacie mozno
prezentovat prostrednictvom videosekvencii, simuldcii alebo animdcii. Kostrub a kol. (2012)
uvadza, Ze konstruktivisticka tedria zd6razruje interaktivnost, ¢o didakticky znamena, Ze
dieta/Ziak/Student moze nadobudnut informacie interakciou s réznymi zdrojmi (fyzickymi
alebo humannymi).

Vyuzivanie technoldgii umoziuje Ziakovi vstupit do virtualneho prostredia priblizujuceho sa
realnym podmienkam, v ktorom mobzZe riesSit autentické a komplexné ucebné ulohy
a problémy, ktoré su prenho zmysluplné a motivujuce.

V sulade s touto tedriou budeme prezentovat vyucovanie vybranych tematickych celkov zo
stereometrie, kde Ziaci budu riesit problémové ulohy v dynamickom programe GeoGebra.
Konkrétne sa zameriame na skimanie geometrickych vztahov suvisiacich s rovinnymi rezmi
telies.

Rezy telies rovinou vo vyucovani matematiky na strednej Skole

Vzhladom na rieSenu problematiku sme analyzovali Inovovany Statny vzdelavaci program
pre gymnazia so Stvorroénym a patroénym vzdeldvacim programom (vysSie stredné
vzdelanie), vzdelavaciu oblast Matematika a praca s informaciami — prilohu Matematika
(2015), kde je vzdelavaci obsah u¢ebného predmetu rozdeleny na pat tematickych okruhov,
pricom nas zaujimal okruh Geometria a meranie.
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Vo vzdelavacom programe sa pre vzdelavaci Standard pre gymnazid uvadza predpoklad, Ze
Ziak splna poZiadavky formulované vo vzdeldavacom Standarde z matematiky pre zdkladné
Skoly. Obsah tém uvddzame v Tabulke 1.

Tabulka 1: Obsah tém okruhu Geometria a meranie stvisiace s priestorovou predstavivostou na ZS (Zdroj: $PU, 2015)

Geometria a meranie Témy

(volné rovnobeiné) premietanie, nadhlad a podhlad sprava
a zlava, obraz priestorového utvaru do roviny, bokorys,
podorys a narys

bod, priamka a rovina v priestore, rovnobezné, r6znobezné
a mimobezné priamky, rovnobeinost a roznobeZnost
priamky a roviny, rovnobeiné a rbznobeiné roviny,
priesecnica dvoch rovin, rez telesa rovinou

teleso, vrchol, hrana a stena, kocka, siet kocky, hranol,
kolmy a pravidelny hranol, kvader, ihlan, pravidelny (n-boky)
ihlan, podstava a vySka ihlana, Stvorsten, pravidelny
Stvorsten, gula, valec, kuzel

Prehlad tém, ktoré by mali Ziaci na gymnaziu na zaklade uvedenej analyzy ovladat, uvddzame
v Tabulke 2.

Tabulka 2: Obsah tém okruhu Geometria a meranie pre Ziakov gymndzia (Zdroj: SPU, 2015)

Geometria a meranie Témy

v ,Standardnej verzii“ rovnobezného premietania (t. j.
obrazy useciek kolmych na priemetiu sa skracuju
na polovicu a zvieraju uhol 45° s obrazmi zvislych Useciek)
nacértnit obraz kvadra, jednoduchého telesa zloZzené
z malého poctu kvadrov, pravidelného n-bokého ihlana
a hranola

nakreslit bokorys, pddorys a narys jednoduchych utvarov
zloZzenych z kvadrov

opisat mozZnosti pre vzajomné polohy lubovolnych dvoch
linedarnych dtvarov (priamok a rovin) v priestore
a dokumentovat ich prikladmi

rozhodnut o vzdjomnej polohe dvoch linearnych utvarov
v priestore pomocou ich obrazu vo volnom rovnobeznom
premietani

zostrojit rovinny rez kocky, kvadra rovinou uréenou tromi
bodmi leZiacimi v rovindch stien, z ktorych aspon dva lezia
v tej istej stene daného telesa

vysvetlit zakladné principy zostrojenia rovinného rezu
kvadra
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poznat priklady inych spOsobov znazorfiovania priestoru
(napr. vrstevnice, linearna perspektiva)

rozhodnut, ¢i dana siet je sietou telesa daného obrazom
vo volnom rovnobeZnom premietani

nacrtnut siet telesa daného obrazom vo volhom
rovnobeznom premietani

K matematickému vzdeldvaniu urcite patri aj vyuZivanie a praca Ziakov s ucebnicou
matematiky. Preto sme sa venovali tieZ analyze obsahu uc¢ebnic matematiky pre stredné skoly
v sulade so Statnym vzdeldvacim programom s akcentom na ucivo suvisiace s rezmi telies
rovinou. Uéebnice matematiky pre 1. — 4. ro¢nik gymnazia, resp. 5. — 8. rocnik gymnazia
s osemroc¢nym Studiom, autor: Kubadek (2009, 2010) obsahuju kapitoly s nazvom
»,Zobrazujeme priestor” (1. ro¢nik) a ,,Kocky, rezy a priestorovd predstavivost” (2. roc€nik).

Téma ,Rezy telies rovinou“ nadvazuje asuvisi s vlastnostami geometrickych utvarov
v priestore, pricom vzajomna poloha troch rovin sa vyuZiva aj pri zostrojovani rezu telesa
danou rovinou. Zadefinuje sa pojem rez telesa rovinou ako prienik hranice telesa s rovinou,
alebo ako priestorovd lomena ciara. Pri konstrukcii rezu telesa rovinou Ziaci vyuZivaju
nasledujuce vety:

e Ak dve rovnobezné roviny pretina tretia rovina, potom ich pretina
v rovnobeZnych priamkach.

e Ak je priamka rovnobezZnd s dvoma réznobeznymi rovinami, tak je rovnobeZnd

aj z ich priesecnicou.

e Nech kazdé dve z troch rovin su réznobezné. Potom ak dve z priesecnic

prechddzaju jednym bodom, tak nim prechddza aj tretia priesecnica, alebo ak

dve z priesecnic nemaju spolocny bod, tak su rovnobezZné a je s nimi rovnobeznd

aj tretia priesecnica.
V nasledujucej Casti uvedieme konkrétne ukazky rezov telies rovinou, kde budu vyuZité
uvedené vlastnosti a Ulohy budu riesSené v GeoGebre.

Aktivity savisiace s rezmi telies s prepojenim na ich vizualizaciu pomocou GeoGebry

Program GeoGebra je mimoriadne uzito€ny ndstroj pri vyucbe stereometrie, konkrétne tiez aj
pri vyucovani rezov telies: softvér dokaze prekonat najvacsiu bariéru v tejto téme, ktorou je
nedostatok priestorove]j predstavivosti u Ziakov. Jeho vyhodou je najma moznost dynamicky
manipulovat s telesom a pozorovat ho z réznych uhlov pohladu, ¢im prekondva tradi¢ny
problém na papier narysovaného telesa, ktoré je zobrazené staticky, spravidla len z jedného
uhla pohladu.

V programe GeoGebra mozno 3D model, napriklad kocky, ihlana alebo hranola, volne otacat.
Ziak moze sledovat, ktoré hrany pretina rezova rovina. Pri rysovani na papier sa moze stat, 7e
Ziak nespravne oznaci priese¢nik priamok, ktoré sa pretinaju iba na nakrese, no v priestore su
mimobezZné. Pri otadcani telesom v danom programe maju moznost Ziaci vidiet, aki maju
vzajomnu polohu priamky v priestore.
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Ukdazku rezu telesa rovinou vytvoreného v programe GeoGebra uvadzame na Obr. 1.

Obr. 1: Rez telesa rovinou z réznych uhlov pohladu v programe GeoGebra

Ziak moéze v GeoGebre menit polohu bodov uréujicich rovinu rezu a sledovat, ako sa pritom
meni rez telesa. Pomdze to Ziakom pochopit vSeobecné principy rezu, nielen jeden konkrétny
pripad. Zmenou polohy bodov roviny rezu vedia si Ziaci overovat, aké rezové mnohouholniky
vznikaju. Na Obr. 2 uvdadzame ukazku rezu ihlana rovinou.

Obr. 2: Rez ihlana rovinou v programe GeoGebre v niekolkych krokoch

Velmi uzitocné pre Ziakov je, Ze si mdzu postup konstrukcie rezu prezerat krok za krokom a
podla potreby sa k jednotlivym krokom vratit. Ucitel mozZe na tento ucel vyuzit Konstrukény
protokol v programe GeoGebra. Ziaci tak mézu experimentovat, napr. opakovane pozorovat
predlZovanie hran a urcovanie prieseénikov pri konstrukcii rezu telesa rovinou. Postup mozno
zaznamenat aj vo forme videa.

Dynamicky postup konstrukcie rezu kocky rovinou uréenou tromi bodmi, z ktorych kazdy lezi
na inej stene, si Ziak méze pozriet https://www.geogebra.org/classic/zqdudxen.

Druhd ukazka https://www.geogebra.org/classic/wgh9bvf5 predstavuje odlisSny sposob
rieSenia Ulohy. V programe GeoGebra sa da k rieseniu ulohy vloZit aj postup riesenia slovhym
vysvetlenim, Ziak okrem krokov postupu vie, preco robi prislusny konstrukény krok, a naviac
k vysvetleniu sa méze podla potreby opakovane aj vratit.

GeoGebra umoznuje mat vedla seba otvorené dve oknd: 2D graficky nahlad (p6dorys alebo
pohlad na konkrétnu stenu) a 3D nahlad. Pri ur¢ovani priese¢nikov priamok v rovine podstavy
Ziak méze sledovat, ako konstrukcia v rovine suvisi s telesom. Pomocou tejto moznosti, ktoru
program GeoGebra m3, si Ziak vie pomoct aj pri réznych vypoétoch (Obr. 3).


https://www.geogebra.org/classic/zqdu4xen
https://www.geogebra.org/classic/wgb9bvf5
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Obr. 3: 2D a 3D graficky ndhlad v GeoGebre

FRF RN

Na lepSie objasnenie prinosov dynamického softvéru pri vyucovani rezov telies sme porovnali
tradi¢né rysovanie s pracou v programe GeoGebra., ktoré uvddzame v Tabulke 3.

Tabulka 3: Porovnanie rysovania na papieri a v GeoGebre

Vlastnost

Rysovanie (papier/tabula)

Vyuzitie GeoGebry

Predstavivost

Staticky 2D pohlad, skryté
hrany s méatuce

3D model, priehladnost,
moznost rotacie o 360°

Jeden vykres = jeden konkrétny

Jeden model po posunuti

Variabilita i bodov sluzi na vela réznych
priklad i
zadani
Pri zlej Ciare treba vsetko Krok spat alebo posunutie

gumovat a zacat znova

nespravneho bodu

Spatna vazba

Spravnost musi skontrolovat
ucitel

Program sam ukaZe presny rez
na jedno kliknutie

RieSenie nestandardnej ulohy ziakmi

Ziakom strednej priemyselnej $koly stavebnej sme zadali ne$tandardnd Ulohu suvisiacu
s problematikou zostrojovania rezov telies rovinou. Tuto Ulohu riesili aj Studenti ucitelstva
matematiky v kombinacii, pricom vysledky ich rieSeni prezentuju Vallo a kol. (2015). Nezadali
sme v danej ulohe teleso, ktoré sa vyskytuje k tejto téme Standardne, ale bola zadana stavba
z kociek. Pozorovali sme v Ziackych rieSeniach zostrojenie rezu stavby danou rovinou a taktiez
vyznacenie viditelnosti jednotlivych stran vzniknutého rezového utvaru. Ukdzky ich rieSeni su

na Obr. 4.
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Obr. 4: Ziacke riesenia nestandardnej ulohy

MobzZeme konstatovat, Ze Ziakov Uloha velmi zaujala, snazili sa ju vsetci riesit. Vyskytli sa chyby
v Ziackych rieSeniach podobné ako v Ulohach, kde je zadané len zakladné teleso. V prispevku
sme chceli predstavit rieSenie netypickej Ulohy zameranej na rez telesa rovinou a poukazat
na moznosti vyuZitia podobnych tloh vo vyu€ovani stereometrie. Statistické vyhodnocovanie
iackych rieSeni preto nie je ciefom prispevku. Ziaci si uvedomovali, 7e je potrebné rez
,rozsirit“ na vSetky kocky tvoriace stavbu zkociek. Iné nespravne rieSenia vyplyvali
z nedostatocnej priestorovej predstavivosti ziakov, alebo z neznalosti polohovych vlastnosti
troch rovin. NeStandardna uloha rieSend v GeoGebre je dostupna pre Ziakov
na https://www.geogebra.org/classic/kg76hcug.

Zaver

Problematika rezov telies rovinou patri medzi obsahovo narocnejSie témy priestorovej
geometrie pre Ziakov strednej $koly. Ziaci potrebuju ovladat nielen prisluiné geometrické
poznatky a konstrukéné postupy, ale aj spravne chapat priestorové vztahy. Uplatnenie
konstruktivistického pristupu v spojeni s programom GeoGebra vytvara priestor na aktivne
skumanie geometrickych situdcii, formulovanie tvrdeni, ako aj na zdévodriovanie jednotlivych
krokov rieSenia uloh. Dynamicka vizualizacia telies a ich rezov mbze Ziakom pomoct lepsie
porozumiet vzajomnej polohe rovin a priamok a zaroven podporit rozvoj ich priestorovej
predstavivosti a geometrického myslenia.

RieSenie nestandardnej ulohy ukazalo, Ze takto koncipované zadania Gloh dokazu Ziakov zaujat
a motivovat k aktivnemu hladaniu riesenia. Zaroven sa v Ziackych postupoch prejavili
nedostatky suvisiace najma s Urovnou priestorove]j predstavivosti a s uplatiovanim poznatkov
o polohovych vlastnostiach rovin. Zaradenie problémovych uloh a ich nasledna vizualizacia v
programe GeoGebra preto mozu byt pre uditefa vhodnym prostriedkom na odhalovanie
nespravnych predstav Ziakov a ich postupné odstraniovanie pocas riesenia uloh.
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Takto koncipované vyucovanie méze prispiet k hlbSiemu porozumeniu uciva a k aktivnemu
budovaniu geometrickych poznatkov Ziakov.
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