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Abstract

The task of solving non-linear equation occurs in practically all engineering disciplines. In the case of one
equation, it is always possible to approximate the root within the required accuracy and to use some convergent
method. The article deals with three basic convergent methods for roots approximation, namely bisection,
tangent method and chord method, which are implemented and tested on several tasks in solving non-linear
equations in Matlab computational environment as a suitable tool for implementation of various numerical
methods.

Keywords: root approximation, bisection, Newton's method, false-proposition, Matlab

Classification: 49M15, 65H04

1 Introduction

In numerical mathematics we often seek algorithmically approximate solution of analytically
insoluble problems or problems for which the analytical solution is very lengthy. Root
approximation is a problem that occurs very often in the natural sciences or engineering
practice to solve various tasks. For approximation of roots, thus solving equations in the form
f(x) = 0, there are several known numerical methods that are based on recursive formulas.
Recurrence-based computation methods, where each member of a sequence is defined as a
function of a previous formulas, are found at the beginning of mathematics by Babylonians or
Greeks. The Babylonians used them to calculate the square root of positive numbers and the
Greeks to approximate the number m [1].

A suitable computational environment for the implementation of various algorithms of
numerical mathematics is the Matlab programming environment (a term which was created
as an abbreviation from the Matrix Laboratory) [2]. Matlab is a suitable and powerful language
to work with any calculation in teaching, industry or research with extensive possibilities in
the creation and use of various structures. The Matlab computational environment enables to
perform various mathematical calculations, implement various algorithms, measure, analyse
and statistically process various data, model and simulate different and even infeasible events,
design various systems with user interface, create graphs and so on. Matlab is an object-
oriented environment and directly utilizes the features of the operating system (e.g. when
working with files), which simplifies the design phase as much as possible, so we can spend
more time on the algorithm itself when implementing various numerical algorithms. Matlab
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consists of a computational unit that performs various numeric operations with real or
complex number matrices, a programming language used to write algorithms using language
commands, a working environment that includes various command processing tools or data
import and export, graphic system that allows you to create user environments, work with
images or animations, libraries of mathematical functions, and various embedded algorithms
such as global optimum search algorithms, APl interface for implementing C or Fortran scripts,
Toolboxes with various optional libraries of specialized functions (e.g. for fuzzy logic, neural
networks, statistics), and an open architecture for implementing various systems. A very
effective and standalone extension of the Matlab system is the graphical interactive Simulink
program, which allows you to simulate and model various dynamic systems using graphics
schemes using Matlab functions and commands.

2 Numerical methods for finding roots

In the Matlab computational environment, the roots of a polynomial function can be searched
for directly by the built-in roots function, where the coefficients of the polynomial are
determined by the vector. Consider, for example, function f(x) = —x* + 3x% + 2x and find
its roots. First, a coefficient vector must be created (which must also include zero coefficients
in order not to reduce the degree of the polynomial).

> ¢ = [-1 0 3 2 0];
>> roots (c)

ans =
0
2.0000
-1.0000
-1.0000

Given function and its roots can be viewed in the chart (Figure 1).

x = -2.5:0.005:2.5;

y = -x.M + 3*x."2 + 2*x;
h = plot(x, y);

set (h, 'LineWidth', 3);
grid on

Figure 1: Function Graph f(x) = —x* + 3x? + 2x.
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For any function (not only in the case of a polynomial), if an algebraic equation f(x) = 0 is
given with real coefficients having within an interval (a, b) exactly one real root k, we can
approximate it with the ab ante desired accuracy € using the fzero function, also built-in
directly in Matlab. The fzero function can be called with either a two-element vector
representing the interval (a, b) or only with a starting point x, from which the search is to be
started. In this case, the fzero function first finds such an interval around the starting point
at which the function f(x) changes its sign. If it does not find such an interval, it returns NaN.
However, if we know the appropriate interval (a, b) beforehand, it is guaranteed that fzero
function successfully returns a value close to the root of the equation. Now consider the
function f(x) = x3 — 7x + 1 on the interval (0,1) (Figure 2) and find the solution to the
equation f(x) = 0.

>> f = inline('x"3 - 7*x + 1'");

>> k = fzero(f, [0 11])

k = 0.1433
If you need to see the exact steps of the fzero function, you can set their display using the
Display parameter of the options [3] structure. The accuracy ¢ is also possible to be set
with optimset function.

>> setdsp = optimset ('Display', 'iter');
>> k = fzero(f, [0 1], setdsp)

Func-count X f(x) Procedure
2 0 1 initial
3 0.166667 -0.162037 interpolation
4 0.143426 -0.00103363 interpolation
5 0.143277 5.13222e-007 interpolation
6 0.143277 -4.73821e-012 interpolation
7 0.143277 -2.22045e-016 interpolation
8 0.143277 -2.22045e-016 interpolation

Zero found in the interval [0, 1]

k = 0.1433

Figure 2: Function Graph f(x) = x3 — 7x + 1.

We can also solve non-linear equations numerically using the method of half division of the
interval (so-called bisection) [4]. Let the interval (a, b) be one of the intervals containing the
root of the equation f(x) = 0. We will find a solution in this interval if f(a) - f(b) < 0. Let's
define a sequence of intervals (a,, b,,) with the following properties (Figure 3):

1. {(a,,by) ={(a,b)
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a1+b1

2. Next, we take the middle of the interval ¢; = and if this point is the solution to

that equation, we will terminate the process, otherwise f(c;) # 0. Then either
f(ay) - f(cy) <0 and then (a, by) ={ay,cq), or f(by)-f(c;) <0 and then
(az, by) = (cq, by).

3. Suppose we defined such an interval (a,, b,,) that f(a,) - f(b,) < 0. We take the
an+bn
2
equation we will terminate the process, otherwise f(c,) # 0. Then either f(a,) -

f(cn) <0 and then (an41,bpi1) =(an cp), or f(bn) 'f(cn) <0 and then
(@nt1, bni1) = (cn, by)-

middle of the interval ¢, = again. If this point is the solution of the given

a,; 2
[
|
|
|
|
|
|
|

A

Figure 3: Method of bisection.

If the sequence {c,} has a finite number of members, then the last is the root of the equation
f(x) = 0. If itis infinite, then it has a finite limit, which is the exact solution to our equation.
At each step, the length of the interval was reduced by half, and thus for an approximate

. . b- . i . .
solution ¢, the estimate |c,, — k| < Z—na applies, where k is the exact solution. To determine
the approximate solution with accuracy € > 0, then we terminate the process of dividing the

an+bn

interval when |b,, — a,,| < 2¢ and we will accept an approximate solution ¢,, = . From

. . b-a ... . . . 1 b—a .
the inequality |c,, — k| < —n (if its right side is less than &) we get n > Eln (T)’ which

represents the number of iterations needed for accuracy &. If the conditions are satisfied that
the function is continuous and assumes different characters at the ends of a given interval,
then this method is always convergent. The following function (such as the m-file
bisection.m) presents the method of bisection in the Matlab environment.

function [f root, term type] = bisection(funct, tol, maxiter,
a, b)

iterations = 0;

term type = 0;

f_root = NaN;

f a = feval (funct, a);

f b = feval (funct, b);

while (f a * £ b<0) && (iterations<maxiter) && ((b - a)>tol)
c = (b + a / 2;
f ¢ = feval (funct, c¢);
if (fc*f a) <O
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a=1~f c;

end

iterations = iterations + 1;
end

if (iterations == maxiter)

term type = 1;
else

f root = c;

term type = iterations;
end

end

Now we can find the root of the equation using the created function f(x) = x — 2 sinx? on
theinterval (0.5,1). We create the function f (x) as a separate m-file to call as a real parameter
of the formal funct parameter in the bisection function.

function y = f(x)
y = X — 2*sin(x."2);

To callthe bisection function, run the script (bisect . mfile) specified below for accuracy
£ = 10~* and a maximum of 50 iterations allowed.
[f root, term type] = bisection('f', le-4, 50, 0.5, 1);
if (term type == 0)
disp('The interval does not contain the root or contains
more roots!')
elseif (term type == 1)
disp ('The root could not be found within the specified
number of iterations!')

else
disp(['Root = ' numZstr(f root) ' found in '
numZstr (term type) ' iterations.'])
end

We get the result (Figure 4):
>> bisect
Root = 0.50543 found in 13 iterations.
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Figure 4: Function Graph f(x) = x — 2 sin x2.

Another option for finding the roots of a given function is to use the chord method (the so-
called false-proposition method) [5]. Assume f(a) - f(b) < 0. The chord method consists in

replacing the function f(x) in the interval (a,b) by a chord given by points A(a, f(a)),
B(b,f(b)), whose equationisy — f(a) = % (x — a) (Figure 5).

\ )
Yy A y oA

Y

Figure 5: Method of chords.

___bza
fb)-f(a)
of f(x1) equals the sign of f(a), we lay x; = a,. Proceed in this way and get approximations
__b-an
f)-f(a1)
the sign of f(b), we lay x; = by, then b; = a
__bima
fby)-f(a)
method algorithm as a function written in Matlab then looks like [6]:

Lay y = 0 and calculate the intersection point x; = a f(a) with x axis. If the sign

f(ay), as, ay, ... that converge to the root k. If the sign of f(x;) equals
b—a

 f)-f@

f(a), bs, by, ... converging to the root. The chord

az =aq
f(a) as well as in the next process

we get approximations b, = a

function f root = false proposition(f, tol, a, b)

fa = feval(f, a);

fb = feval(f, b);

while (abs(fa) > tol) && (abs(fb) > tol)
xl =a- (b -a) / (fb - fa) * fa;
fx1l = feval(f, x1);
if (fx1 * fa) > O

a = x1;
else

b = x1;
end

fa = feval(f, a);
fb = feval (£, b);
end
f root = x1;
end
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Now we find the root of the equation x3 — 5x2 — 16x + 53 = 0 in the interval (2,3) by the
chord method with precision of ¢ = 107%.

>> format long

>> f = inline('x"3 - 5*x72 - 1l6*x + 53');

>> f root = false proposition(f, 1l.e-4, 2, 3)

f root = 2.38347756851597

The tangent method (the Newton method) belongs among the important methods of roots
approximation. The development of mechanics in the 17th century played its role in solving
the problem of tangents, seeking their analytical expression and constructions. The
correlation of physical factors of movement with the curve geometry of the moving point
curve has crystallized into the concept that the direction of movement at each point of the
trajectory is determined by the tangent to the curve at that point. The first concepts of
tangents date back to antiquity [7], according to which the tangent line had one point in
common with the curve. In modern differential geometry for higher-grade algebraic curves
and transcendental curves, the original static concept of tangent has been replaced by the
dynamic understanding of the tangent as the limit position of the secant with "infinitely close"
intersections with the curve. In such a view of the tangent, various physical factors stemming
from Galileo's theory of motion could have entered into the tangent theory. Isaac Newton
(1642 - 1727), a mathematician and physicist, proved the solution to the tangent problem
from the perspective of infinitesimal calculus by his methods and he described his methods of
finding approximate algebraic solutions in 1699 in his work De analysi per aequationes numero
terminorum infinitas, published 12 years later by British mathematician William Jones. In
1740, based on this work, British mathematician Thomas Simpson introduced a new iterative
method for solving general non-linear equations.

Suppose a given function y = f(x) has a derivative. We choose the initial root approximation
Xo. We run the tangent to the graph of function f through the point [x,, f (xo)]. Mark x; its
intersection with the x axis. Then we lead the tangent through the point [x;, f (x;)]. Mark x,
its intersection with the x axis. This proceeds further (Figure 6) [8].

A
y B

Figure 6: Newton method.

Suppose we know x; and we want to calculate a closer approximation xj,,. We run the
tangent through the point [xi, f(xx)] to the curve y = f(x). Substitute to the tangent
equation
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y = fQx) + f Q) (x — xx)

by y = 0 to obtain the intersection of the tangent line with the x axis:

fOa)

We will now deduce the error of this method. Let e, = x;, — x* is an error in the k-th step.
Let us make Taylor expansion [9] f(x*) around x;. Now suppose that the second derivative
also exists. It is valid from the definition of Taylor expansion that its sum around the point
equals the functional value at this point, so

* * ! 1 *
0=/F(x")=f(x)+ " —x)f (xp) + E(x —x)?f" (@),
where @ is a point of the interval whose limit values are xj, and x*.
After simplification we get

1 (@) f(x) .
T2 T Ry T Py T T
—l(x*—x)2m=x*—[x pACT) =x*—x
2 k f' () ; f' () fert

lezf"(cﬂ) e

27 ')

Then
y lexssl  1f (@)l
1m

koo |ey|? - If' Cer)l

And we see that the Newton method converges quadratically. We can now find the root of
the equation f(x) = x — 2 sin x? using the Newton method. For this purpose we created 3
functions in Matlab. The first represents the given function, the second represents its
derivative:

function y = f(x)

y = X — 2*sin(x."2);

function y = £2(x)

y =1 - 4*x.*cos (x.72);
The third function is the algorithm of the Newton method itself.

function [f root, term type] = newton(tol, x, maxiter)

iterations = 0;

while (iterations < maxiter) && (abs(f(x)) > tol)

x =x - £(x) / £2(x);
iterations = iterations + 1;
end
if (iterations == maxiter)
term type = 1;
else
f root = x;
term type = iterations;
end
end
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We call the newton function by running the script ( newton2 .m ) lower with precision € =
10~* and a maximum of 50 iterations allowed.
[f root, term type] = newton(le-4, 1, 50);

if (term type == 1)
disp ('Root not found!')
else
disp(['Root = ' numZ2str(f root) ' found in '
numZ2str (term type) ' iterations.'])
end

We get the result:
>> newton?2?
Root = 0.50548 found in 4 iterations.

We can see that compared to the bisection method, we have obtained a root approximation
with a significantly lower number of iterations due to quadratic convergence. The Newton
method can also diverge. However, the method always converges, provided that the initial
approximation is sufficiently close to the root. By appropriate combining the bisection method
with the Newton method, it is possible to construct a combined method that always
converges.

Conclusion

Mathematics provides a variety of analytical or algebraic tools to solve practical problems
from different industries. However, many practical tasks result from the compilation of such
equations or functions that are analytically insolvable or very difficult to solve. Thanks to
numerical mathematics and computers, we can now construct algorithms for virtually every
problem. These algorithms are able to find approximate (or even accurate) solutions within
the accuracy we require, and our analytical task remains to determine the error estimate of
the inaccurate solution. Root approximation means expressing the problem of solving the
equation in a form useful in the field of iterative processes, which is also the bisection method,
the chord method or the Newton method, obtaining a root value that is as accurate as possible
to the true value. The roots approximation in the Matlab computational environment in terms
of computations includes convergent methods, by means of which we can find solutions of
non-linear equations with any degree of accuracy and thus Matlab proves to be a very suitable
tool for implementing algorithms of various numerical methods.
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Abstract

The following paper describes an alternative approach in mathematics education, known as Scheme-oriented
mathematical education elaborated by prof. Milan Hejny from the Charles University, Prague, Czech Republic.
We present the background of the approach: the theory of generic models; formalism and constructivism;
schemes and structures and at least the principles of the approach. The paper then presents the results obtained
by a structured observation of pupils of grade 5, 6 and 7 educated by this approach. We focused on the twelfth
principle of the approach called Supporting collaboration — acquiring knowledge through discussion. We were
interested in which portion of the lesson the students work together in pairs/in groups or in whole class
discussion. We found out that pupils’ collaboration takes more than 60 % of lesson. The findings are accompanied
by other notes implicated by independently observation during the lessons.

Keywords: mathematics education, constructivism, mental schemes. Observation, collaboration of students.

Classification: D10, D40

Uvod

Metdda Vyucovanie orientované na budovanie schém (VOBS) je na Slovensku zndma aj ako
Hejného metdda — podla profesora Hejného, ktory ju podrobne rozpracoval a implementoval
spolu so svojim otcom a timom spolupracovnikov. VOBS vyuZiva uz asi patina zakladnych skl
v Cechach [1] a takdto vyuka sa zacina &irit aj na Slovensku. Medzi ¢eskymi odbornikmi na
didaktiku matematiky prebieha v poslednych rokoch ¢oraz burlivejsia diskusia o tom, i je tato
metdda vhodna. V roku 2017 ukonilo v Ceskej republike zakladnu $kolu prvych 100 Ziakov,
ktori sa na druhom stupni ucili metédou VOBS a testovali pilotné ucebnice k tejto metdde. Tito
Ziaci napisali prijimacie testy o nieCo UspesnejSie ako Ziaci uciaci sa matematiku inymi
metddami [2]. Novsi vyskum s vacSou vyskumnou vzorkou (vySe 4000 Ziakov) realizovala
v roku 2018 spolocnost Kalibro Projekt, s.r.o., kde v porovnavacich testoch z matematiky
dosiahli Ziaci vyu¢ovani metdédou VOBS vyssSie skére ako Ziaci vyu€ovani inymi metddami.
Uvidime, ¢i Ziaci vyuCovani metédou VOBS budu ti Uspesnejsi aj nadalej v dalSich rocnikoch.

*Corresponding author; email: kpalenikova@ukf.sk
DOI: 10.17846/AMN.2019.5.2.11-22
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Tedria generického modelu

Na to, aby sme porozumeli vyucovaniu orientovanému na budovanie schém, potrebujeme
poznat to, ako sa na poznavaci proces pozeral Vit Hejny (slovensky pedagdg a matematik, otec
Milana Hejného). Svoju koncepciu vytvoril v rokoch 1947 — 1977 a nazval ju tedriou
generického modelu. Tento model ilustruje zasadzovanie sa novej myslienky do uz vytvorenej
kognitivnej Struktury a opiera sa o zakladné myslienky Jeana Piageta [3]. Pozostava z 5 faz:
1. motivdcia, 2. izolované modely, 3. genericky model (procesudlny - konceptualny), 4.
abstraktny poznatok, 5. krystalizacia. Medzi 2. a 3. fazou a medzi 3. a 4. fazou nastava zdvih.
Prvy zdvih sa nazyva zovSeobecnenie a druhy zdvih zasa abstrakcia [4]. Tento model vyuzZiva
poznatok, Ze Ziak zvacSa najprv porozumie zopar jednotlivym ulohdm, pozoruje podobné
znaky a az potom prechadza k vSeobecnejSim a abstraktnejSim poznatkom.

3 Abstraktny poznatok Krystalizacia
2. zdvih: abstrakcia
M
Univerzalny model \-\‘ [E
{
1. zdvih: zovieobecnenie
Motivacia Izolovany model & 5953 )

Obr. 1 Mechanizmus pozndvacieho procesu. Upravené z [3]

V celom tomto procese hra velmi délezZitu ulohu abstraktny zdvih, ktory sa nazyva tiez
hladinovy prechod. V matematike, ale aj v celom poznavani je moment objavu tym
najdoleZitejSim. Ak Ziak nezaZije tento ,AHA moment” je ochudobneny o radost
z matematického pozndvania [5].

Formalizmus a konstruktivizmus

K jednym z hlavnych doévodov, preco sa profesor Milan Hejny hladal ind cestu vo vyucovani
matematiky patri aj fakt, Ze Ziaci mali len formalne poznatky z matematiky, preto sa velmi
snazil vyhybat formalizmu. Jeho metdda ¢erpa vela z konstruktivizmu [6].

Formalizmus

K formalizmu ¢asto prispievaju aj ucitelia. Spésobuju ho tym, Ze velmi dbajd na paméatové
ucenie, zdoraznuju vedomosti a vedu Ziakov v prvom rade k tomu, aby mali poznatky a az
neskor sa budu zaoberat interpretaciou a aplikaciou. Namiesto toho, aby viedli k Ziakov
k vacéSiemu porozumeniu, vedu ich len k vacsej snahe, vacsiemu drilu. Formalizmus u Ziakov
spOsobuje aj to, ak sa vo vyuke nedava dostato¢ny doraz na etapu separovanych modelov a
na vznik abstraktného poznatku [7].

Nie je lahké spozorovat formalizmus, lebo prichadza nebadane a Siri sa pomaly. Jeho
pomalému rozvoju napomadha aj to, ze formalizmus nie je pre Ziaka prirodzeny, a preto sa mu
brani. Ma tri stadia:

1. $tadium: Ziak si je vedomy toho, 7e jeho poznatky nie st také, aké by chcel. Brani sa tomu,
ked mu ucitel/rodi¢ vnucuje formalne poznanie.
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2. $tadium: Ziak tu prechadza rozhodujlucou fazou. Formalizmus uZ presiel do kognitivnej
Struktury Ziaka. Nastdva tu pre Ziaka moment volby. MéZe si vybrat, Ze sa bude snazit
matematiku pochopit alebo rezignuje na skutoéné porozumenie.

3. stadium: Ked'si Ziak v druhom $tadiu vyberie druhd moznost a rozhodne sa udit sa vietko
naspamat bez hibdieho porozumenia prechadza do tretieho $tadia. Ziak tu u? nejavi Ziadne
znamky tuzby porozumiet podstate a chce sa udit uz len mechanické postupy ako nieco vyriesit
[7].

Nasledky formalizmu nevidno hned. Pre uditelov nie je jednoduché diagnostikovat
formalizmus u svojich Ziakov. Deje sa to obvykle pri diskusii so Ziakmi, pri domdcej ulohe, pri
tom, ked' Ziak rieSi nejaku ulohu na tabulu, pri rozbore pisomnej prace alebo pri rieseni
netradiénych uloh [8]. DolezZita je tu komunikacia ucitela so Ziakom. UgCitel sa pri tom snazi
odhalit, ¢i je dany poznatok v Ziakovej mysli prepojeny s ostatnymi a ¢i dokaZze na poznatok
uviest priklad (graficky alebo inak znazornit). Ucitelovi pri diagnostike mozu pomoct pravidla,
ktoré sformuloval Hejny [9].

Konstruktivizmus

Konstruktivizmus je Siroky prud tedrii vo veddch o spravani a socidlnych vedach.
Konstruktivizmus zdoraznuje aktivitu subjektu a doéleZitost jeho vnutornych predpokladov
v pedagogickych a psychologickych procesoch a tiez vyznamnost interakcie subjektu
s prostredim a so spolo¢nostou [10]. Pedagogicky konstruktivizmus spaja kognitivny a socialny
konstruktivizmus. SnaZi sa o to, aby sa vo vyucovani viac pracovalo v skupindch, aby sa viac
pouzivali ndzorné pomocky, aby sa viac manipulovalo s predmetmi a aby bolo pritomnych viac
konkrétnych uloh z redlneho Zivota [11]. TieZ sa snazi o rozvoj tvorivého myslenia [12]. Ciefom
konstruktivistickej tedrie je zistovat ¢o je objektom poznania, ako poznavame, podmienky na
zlepsSenie uéenia a pozndvania [13]. KonStruktivizmus sa opiera najma o fakt, Ze to ako ¢lovek
poznava, je konstrukéného charakteru [14], [15]. NaSe chapanie sveta vznika podla nasich
skusenosti. Clovek najprv nadobudne sktsenosti a tieto skisenosti nasa mysel spracuje a
interpretuje tak, aby boli pre nds uzitocné. Realita teda vznika v mysli toho, kto poznava. Deje
sa to vdaka poznavacim Struktiram, ktoré si vytvarame [16]. Konstruktivizmus tvrdi, Ze ¢lovek
pomocou svojej aktivity a empirie vytvara svet. Teda Clovek je tu aktivnym, prepaja si nové
informacie s uz poznanymi a vytvara si svoje interpretacie. V konstruktivizme je uciaci sa
aktivhym subjektom. Do u¢enia ho nemusi nikto stimulovat a sdm hlada vyznam veci [17].

Hejného metdda vela cerpd z najmd z genetického konstruktivizmu. Geneticky
konsStruktivizmus je typicky spojenim genetického pristupu k uceniu matematiky
a konstruktivistického pristupu k vyucovaniu. Geneticky pristup k matematike sa zaklada
na déslednom poznani jej dejin a epistemoldgie. Ziak by teda podla genetického
konstruktivizmu mal dosahovat svoje matematické vzdelanie na zaklade rekonstrukcie
procesu historickej genézy matematiky Cize Ziak by teda mal dostavat ulohy v takom poradi,
aby opakoval proces genézy matematickych poznatkov. Genetickd metdéda ma aj
epistemologicku rovinu. Neskima matematické poznanie len v nejakom poradi. Venuje sa tiez
procesom, ktoré prispeli k utvaraniu a pretvaraniu matematického poznania. V genetickom
konstruktivizme sa vo vyucovani dbd aj na jednotlivca, ktory sa uci sdm a aj na socialnu zlozku
(ziaci sa ucia v skupine). Spajanie tychto dvoch zloziek vedie k tomu, aby Ziak dosiahol skuto¢né
matematické poznanie [18].
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Schémy a Struktury

Pojem schéma sa chape réznorodo, je preto dolezité vymedzit, o v sa v tomto kontexte pod
pojmom schéma mysli. Schéma sa v tomto pripade chape ako stucéast vedomia jednotlivca [4],
[16]. Na to aby sme dokazali objasnit pojem schéma, musime najprv vysvetlit procept,
z ktorého schéma v tomto ponimani vychddza. Pojem procept ako prvi zavadzaju v roku 1994
matematici E. Gray a D. Tall. V matematike sa niekedy pouziva rovnaka symbolika pre proces
(napr. scitanie Cisel 5 + 6) a aj produkt tohto deja (sucet 5 + 6). Symbol, ktory oznacuje proces
aj koncept sa nazyva procept. Nejednoznacnost takéhoto zapisu poskytuje mysliacemu
jedincovi moznost sa flexibilne pohybovat v mysli od deja, ktorym ulohu riesi a konceptom,
s ktorym operuje ako s ¢astou komplexnejsej schémy. Procept ma svoju viacvrstvovu Struktiru
(zadklad — elementarny procept a komplex elementarnych proceptov- procept vyssieho
stupfa). Vrstvy proceptu su systematicky usporiadané. Gray a Tall [19] vyzdvihuja déleZitost
proceptu, ked ukazuju, Ze na to, aby dokazal Ziak napr. pocitat mu nestaci len rychlost
a tréning, ale musi vediet pracovat s danymi zlozkami ako s ¢astami komplexnejsej schémy.
Schéma je teda pamatova Struktura obsahujuca klastre udajov, ktoré si podstatné pre
porozumenie. Poznatky sa totiz nenachadzaju v ludskej mysli izolovane, ale spajaju sa
do vacsich celkov. Klaster v tomto pripade znamena mnozstvo nejakym spésobom spolocne
uloZzenych skusenosti a izolovanych informacii pripadajuce jednej schéme alebo proto-
schéme [20]. Napr. slova jeden, dva, tri, pat vnima ako slova klastru poctu, aj ked este
nerozumie ich naplni [21]. Aby sa mohla schéma nazyvat matematickou schémou v tomto
zmysle musi podla [4] spifiat tieto dva predpoklady: 1. Zrod matematickej schémy je
vytvorenie generického modelu, ktory patri do schémy. lzolované modely, ktoré stoja za
vznikom generického modelu su poznatky spajajlice sa do klastru. Ten vytvara podmienky pre
vznik schémy. Vytvdra sa proto-schéma — priestor pre uloZenie izolovanych modelov.
2. Schéma je meniaca sa organizacia rozdielnych prvkov, teda prvky a vztahy medzi nimi. Prvky
v tejto organizacie aj vztahy medzi nimi si premenlivé a teda aj schémy su viac alebo menej
flexibilné. Pri zmene schémy je doélezity novy izolovany model, ktory vytvara rozpor
s predchadzajucim pochopenim danej veci (napr. zistenie, Ze aj 1/3 je Cislo). Obvykle sa
schéma meni rychlo vtedy, ked's flou Ziak pracuje. Stava sa vsak aj to, Ze nejaky objav ovplyvni
aj iné schémy.

Schéma v uvedenom zmysle sluzi aj ako mentalny ndstroj, pomaha pri rozhodovani sa, pri
volbe mét. Vela tvrdeni, ktoré platia o schémach v beZznom Zivote sa daju aplikovat aj na
schémy v matematike. O schéme ako o mentalnom nastroji platia podla [4] nasledujuce
tvrdenia: 1. Schémy su velkou pomdckou pri orientovani sa v Zivote. Budovanie mentalnych
schém v matematike je postavené na samostatnej intelektualnej ¢innosti jedinca. To pomaha
k tomu, aby si ¢lovek prepadjal suvislosti, organizoval udaje, tvoril nové predstavy. 2. Schémy
sa tvoria mimovolne, ako nasledok jedincovych potrieb. Ak nem3 jedinec potrebu, schéma sa
nevybuduje. 3. Schéma nejakého kuska reality je u kazdého ¢loveka odlisna. Casto kvdli tomu
vznikd nedorozumenie medzi ucitelom a Ziakom a uditel ma potom tendenciu mysliet si, Ze
Ziak sa myli, ¢asto to vSak len hovori inym spésobom, ktorému rozumeju viac ini Ziaci ako
ucitel. 4. Pri spolo¢nom rieSeni nejakej ulohy ludia dospeju k lepSiemu vysledku ako ked' by
kazdy z nich rieSil ulohu sam. Ked' sa Ziaci medzi sebou rozprdvaju, obohacuju sa navzajom
aich schémy sa mozZu zlepsovat. 5. Prvky, ktoré ¢lovek dostal do schémy tak, Ze ich ¢asto
pouzival a uvedomoval si ich, mu ostanu dlho. Naopak tie, ktoré pouzival len zriedka
a uvedomoval si ich len malo, mu v pamati neostanu dlho. 6. Tie prvky schémy, ktoré ¢lovek
nevyuziva aZ tak asto by mal mat pristupné v externej pamati, aby ich vedel v pripade potreby
vyuZit a tak sa moze sustredit na naro¢nejsie operacie. Napriklad ked ma Ziak na lavici tabulku
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malej nasobilky dokym sa mu zautomatizuje, mozZe sa sustredit na narocnejsie Casti ulohy ako
len na nasobenie.

Struktira je tie? pojem, ktory ma mnoho vyznamov, preto je potrebné vymedzit jeho vyznam
tak ako to chdpe Hejny. Pod Struktirou rozumieme cCast ludského vedomia, kompletny systém
pojmov a ich vzajomnych vztahov, pricom jednotlivé prvky su jasne terminované
a artikulované cez minimalne jeden formalizovany jazyk. LiSi sa od schémy tym, Ze tam musi
byt formalizovany jazyk a prvky musia mat jasné ohrani¢enie. Schéma je viac intuitivne
porozumenie a $truktira zas axiomatické. Struktdra viak nemdze byt bez schémy. Na vysokej
Skole sa tak Casto vyucuje, Ze sa najprv ponuknu definicia pojmu a aZz potom sa zac¢nu riesit
ulohy, ktoré s tym suvisia. MOZe sa zdat, Ze sa tak vybuduje Struktdra. Avsak, ak si Student sam
nedotvori schému, nikdy nepride k podstate poznania [21].

Zakladné principy ,Hejného metédy”

Tato metdda sa zakladd na 12 klucovych principoch, ktoré si navzajom prepojené a cerpaju
vela z predchadzajucich teoretickych vychodisk. Principy su nasledovné (spracované z [4] [22],
[23], [24]):

1. Budovanie schém: vytvaranie schém matematickych pojmov, poznatkov, dejov v mysliach
Ziakov je zakladom tejto metddy. Tento princip hovori o tom, Ze deti maju v hlavach prirodzene
schémy a je délezité ich posilfiovat, prepajat a vyvadzat z nich zdkonitosti. Hejného metdda
vyuZziva napr. schému autobusu, rodiny atd. Tieto schémy maju Ziaci prirodzene uz vytvorené
v svojich mysliach a vdaka nim mo6Zu objavovat matematické poznanie autonémne.

2. Prdca v prostrediach: u¢ime sa opakovanou navitevou. Ziak je sustredenejsi ak vykondava
¢innosti v prostredi, ktoré je mu uZ zndme a nemusi venovat pozornost rozptylujicim
faktorom.

3. Prepdjanie tém: matematické zakonitosti neizolujeme. Nové poznatky nie su Ziakovi davané
samostatné, ale su vidy zasadené do nejakej uz poznanej schémy. Ak si totiz ziak spaja
jednotlivé témy a nachadza medzi nimi prepojenia, dokaZe si hocikedy odvodit nejaky
poznatok. Zatial ¢o pri uceni sa, ktoré izoluje jednotlivé zdkonitosti a nesnazi sa o to, aby im
Ziak naozaj porozumel, si potom Ziak tazko vybavi, ¢o sa udili pred nejakym ¢asom a nedokaze
si to sam odvodit, lebo tomu neporozumel do hibky. Funguje to dvojako: jednak dana Gloha
rozvija viaceré Ziacke matematické schopnosti a prepdja rozne matematické celky a tiez nejaka
matematickd schopnost sa vytvara v roznych prostrediach.

4. Rozvoj osobnosti: podporujeme samostatné uvazovanie deti. UCitel k tomu prispieva tak,
Ze namiesto toho, aby bol nositefom poznania sa snazi o to, aby sa deti naudili diskutovat,
hodnotit, vyjadrit svoj nazor a obhdjit si ho. Deftom to pomdha k tomu, aby sa vedeli
rozhodnut, aby dokazali reSpektovat druhych ludi a aby dokazali niest dosledky za svoje
spravanie. Takisto sa Ziak mozZe ¢asto sam rozhodnut, aku naroénost Ulohy/testu/domacej
ulohy si zvoli. M6Ze si tieZ zvolit tempo a sposob prace.

5. Skutocnd motivdcia: ked' ,,neviem”, a ,chcem vediet”. Tento princip je zaloZeny na viere v
to, Ze kazidé dieta je prirodzene zvedavé, Ze tuzi pozndvat a Ze stadi jeho motivaciu
podporovat. Dieta ma v3ak ini motivaciu ako dospely. Dieta chce poznavat neodbytne a hned,
zaujima ho mnoho veci a ¢asto prebieha od jednej k druhej. V Hejného metdde je snaha o
vnutornl motivéciu, kedZe je klu¢ovou v pozndvacom procese. Ulohy su koncipované tak, aby
Ziakov bavili a Ziaci ich rieSia sami a potom maju zo svojho Uspechu radost. Tesia sa zo svojich
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»aha momentov”. V Hejného metdde je Ziakovi ponuknutd matematika, ktord je zaloZzena na
jeho skusenostiach.

6. Redlne skusenosti: staviame na vlastnych zaZitkoch dietata. Velmi sa tu vyuZivaju redlne
skusenosti dietata, ktoré si vytvorilo doma, vonku, s kamaratmi atd. Pri skdsenostiach je
dolezité to, Ze su neprenosné, Ziak to musi sam zazit, sam sa musi zaoberat danou ulohou.
Skusenost pre neho je, aj ked' Ulohu nevyriesi. Ale skisenost s tym, Ze nasiel spdsob, ktorym
sa nedostane k rieSeniu alebo s tym, Ze zistil, Co eSte nevie na to, aby ulohu vyriesil. Naopak
ak Ziakovi niekto len povie nejaky poznatok, stane sa len formalnym a neosvoji si ho skutocne.

7. Radost z matematiky: vyrazne pomaha pri dalsej vyuke. Ak ma Ziak radost z toho, Ze sa mu
nieco podarilo, Ze ho pochvilil ucitel alebo spoluZiaci, md omnoho vacésiu motivaciu pustit sa
do dalSieho poznavania a aj do ndrocnejsich uloh. Pricom objavovaniu vyrazne napomahaju
matematické prostredia, ktoré su koncipované tak, aby Ziaci prichadzali k objavom. KedZe je
mnoho rozli¢nych prostredi, kazdy Ziak mozZe najst nejaké, v ktorom mu to ide velmi dobre.
Rozliéné Urovne narocnosti Uloh zas prispievaju k tomu, aby mali radost z Uspechu vsetci Ziaci.

8. Vlastny poznatok: ma vacsiu vahu ako ten prevzaty. Ziak na svojej ceste ziskava skusenosti,
diskutuje so spoluziakmi, koncipuje si nejaku tedriu, ktord potom preveruje a vysvetluje
ostatnym. Vdaka tomu sa sdm dostdva k objaveniu nejakého poznatku. Napr. skladanie
penovych zlomkov do koldca, cifernik, cokolada —to vSetko Ziakovi pomdha k tomu, aby objavil
zakonitosti, ktoré platia pri praci so zlomkami. Nikto mu to nepovedal, sdm to zistil. Kazdy Ziak
ma svoje tempo a na rézne poznatky pride v roznom case alebo mu vysvetli nejaky objav
spoluZiak. Aj tak vsak presiel cestu objavovania, preto si dokaZe tento poznatok zvnutornit a
rozumie mu a je cennejsi ako keby si ho iba niekde precital. Ked' Ziak na nieco sam pride, je mu
jednoduchsie to zovseobecnit a prijat matematicky jazyk. Tento princip veri tomu, Ze Ziak
dokaze sam objavit vSetko v matematike, dokonca aj tak zlozitu vec ako integraly.

9. Rola ucitela: sprievodca a moderator diskusii. DéleZzitym principom v metdde VOBS je to,
aku rolu zohrdva ucitel. Ucitel' ma podla Hejného vo vyucovani nasledovné ulohy (okrem tych,
ktoré su uz spomenuté v inych principoch):

a) U¢itel by mal byt tvorcom dobrej pracovnej klimy. Ziakov by mal motivovat, povzbudzovat
a prezivat s nimi radost z ich Uspechov.

b) Ucitel by mal Ziakom nechat priestor. Nemal by im vnucovat svoje riesitelské stratégie, aj
ked' Ziacke postupy nepovazuje za najlepsie. Mal by Ziakom nechat priestor na premyslanie a
neprerudovat ich myslienkové procesy. Ziakom pomaha doplfiujicimi otdzkami, len ak sa
naozaj snazili a uz nevedia ¢o dale;j.

c) Uditel by mal Ziakov podporovat v tuzbe rozumiet matematike, objavovat ju. Mal by
ocenovat najma to, Ze Ziaci pracuju a nie to, Ze sa dokazu nieco naucit naspamat alebo Ze
dokazu urobit nieco rychlo.

d) Ucitel by mal Ziakov viest k diskusii v r6zne velkych skupinach a mal by byt moderatorom
tychto diskusii. V diskusii by mal zapajat vietkych Ziakov a aj chybné riesenia by nemal hned
oznacit za chybné. Nemal by dat najavo, ktoré rieSenie je spravne alebo ak sa objavi viacero
postupov riesenia nejakého typu uloh nemal by povedat ktory z nich je lepsi alebo ktory
preferuje, ale mal by Ziakov nechat mozZnost vybrat si. Takto pomaha Ziakom, aby boli otvoreni
voci inym nazorom a aby sa udili im rozumiet, ¢im tiez podporuje kritické myslenie.

10. Prdca s chybou:

Hejného metdda sa pozera na chybu ako na nieco prirodzené, ako na normalny sprievodny jav
ucenia sa. Opiera sa o tvrdenie, Zze chybami sa Clovek uci. V tejto metdde je chyba vitana a je
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cestou k tomu, aby Ziak nieComu skuto¢ne rozumel. Na to, aby bola Ziakovi pomocnikom na
ceste pozndvania, s nou musi ucitel spravne pracovat. Je dolezZité, aby ucitel vedel v akej faze
pritomnosti chyby sa Ziak nachddza a na zaklade toho mu poskytol potrebnt pomoc. Tychto
faz je pat:

1. Ziak vie o pritomnosti chyby nevie,

2. ziak sa domnieva, Ze ma chybu, ale nie je o tom Uplne presvedceny,

3. vie, Ze niekde spravil chybu, ale nevie ndjst kde,

4. vie, Ze ma chyba a ma tusenie, kde by mohla byt,

5. vie, Ze ma chybu a presne vie kde.
Ucitel by mal so Ziakovou chybou pracovat pomocou nasledovnych rad:
a) Ked'spravi ucitel nejaku chybu, snazi sa hladat jej pri¢inu a ak nejaky Ziak upozorni ucitela
na chybu, mal by mu byt za to vdacny. Tak vytvédra v triede atmosféru, v ktorej sa Ziaci chyb
neboja.
b) Ucitel by mal Ziaka viest k tomu, aby ho chyba neodradila, ale aby sa z nej poucil.
c) Ked' Ziak vie, v ktorej faze riesenia urobil chybu, ale stale ju nevidi, uc¢itel mu moéze poméct
tak, Ze mu dd ulohu, ktora nadvazuje na predchddzajicu alebo ulohu, ktord mu jasnejsie ukaze,
v ¢om chyba spociva.
d) Ak ucitel zisti, Ze Ziak nie je schopny odstranit svoju chybu, mal by pristupit k diagnostike
chyby a nésledne k reedukacii.
e) Ucitel by mal Ziaka viest k tomu, aby si sam uvedomil, preco urobil chybu a ¢o by mohol
urobit v buducnosti, aby sa tejto chybe vyhol.

11. Primerané vyzvy: pre kazdé dieta zvlast podla jeho Urovne. Tento princip nadvazuje na
predchadzajluce tym, Ze sa opiera o tvrdenie, Ze ak sa dietatu da primerana vyzva, ma z rieSenia
radost. M6Ze k tomu prispiet ucitel tym, Ze da dietatu mozZnost vyberu tGloh na hodine alebo
tym, Ze zostavi test, kde st r6zne narocnosti Uloh. Ucitel by mal k tomu prispievat tiezZ tak, ze
diferencuje pracu na hodine pre Ziakov, ktori su na réznych urovniach. Potom Ziaci, ktori su
slabsi maju potom radost z Uspechu, kedZe sa im podarilo vyriesit nieco na ich drovni a najlepsi
Ziaci maju tieZ radost, lebo su im predkladané ulohy, ktoré su na ich Urovni a nenudia sa. Ucitel
tu musi byt citlivy na to, Ze pre slabsieho Ziaka méze byt novym poznatkom nieco, co je pre
ostatnych zrejmé. Tiez by mal venovat dostatok pozornosti nadanym Ziakom. Velkou
pomobckou su v tom Hejného ucebnice, ktoré poskytuju gradované ulohy podla narocnosti a
tiez Specidlne ulohy pre nadanych Ziakov. Hejného ucebnice tiez reSpektuju vyvojové fazy
dietata a snaZia sa o to, aby ulohy mali svoju kontinuitu a neboli medzi nimi privelké skoky.

12. Podpora spoluprdce: poznatky sa rodia vdaka diskusii. Tento princip hovori o tom, je
dobré, ak sa striedaju rézne formy prace: jednotlivo, vo dvojici, v skupine. Kazdému Ziakovi
vyhovuje v danom case nieCo iné. Aj ked nejaky Ziak pracuje rad sam, zvac¢sa svoje riesenie
velmi rad s niekym prediskutuje. Riesenie vznikd vdaka spolupraci. Velkd cast Ziackeho
poznania sa vytvara na zaklade skusenosti a vdaka diskusii, prave preto je diskusia a
spolupraca délezita. Diskusia je dolezita kvoli tomu, Ze tam Ziaci moZu vyjadrovat svoje nazory,
mozu prehodnocovat rézne moznosti, argumentovat a hajit svoj nazor. V diskusii sa tiez
vyjasiuju mylné predstavy. Tak sa buduje novy poznatok. UcCitel sa snaZi o organizaciu
vyucovania tak, aby mali Ziaci mozZnost spolupracovat, aj ked obmiena formy prace. Mal by
vyberat také organizacné formy, pri ktorej zZiaci medzi sebou interaguju. Moze to byt praca vo
dvojici, praca v $tvorici alebo aj praca v celej triede. Ziaci pri praci méiu medzi sebou
komunikovat, ¢o je velmi dolezZité. Vdaka tomu, Ze ulitel podporuje spolupracu a Ziakov k
tomu vedie mozZe v triede prebiehat tzv. ,kognitivna osmdza“
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Popis a vysledky pozorovania

Pocas pozorovania sme sa zamerali najma na dvanasty princip Hejného metddy — podpora
spoluprace: poznatky sa rodia vdaka diskusii. Hlavnym cieflom pozorovania bolo zistit, aku ¢ast
hodiny je pritomna spolupraca na hodindch matematiky vyucovanych metédou VOBS.
Sledovali sme, kolko minut z vyu€ovacej hodiny tvori skupinova praca, resp. praca v dvojici u
jednotlivého Ziaka a kolko ¢asu z hodiny tvori spoloénd diskusia vSetkych Ziakov v triede.
V pozorovacich harkoch sme sledovali kazdého Ziaka osobitne, pretoze v metdéde VOBS sa
niekedy postupuje tak, Ze Ziak dostane na vyber, ¢i chce pracovat sam/v dvojici/v skupine, Ci
sa chce zapojit do diskusie, alebo si chce este dokondit rozpracované.

Pre ucely pozorovania ziakov sme dostupnych vyberom vybrali dve zdkladné skoly, ktoré vo
vyucbe aplikuju metéddu VOBS aj na druhom stupni vzdeldvania, a to Sukromna zakladna Skola
Felix a SUkromna cirkevnd zakladna Skola Narnia. Na tychto $koldch uc¢ia matematiku metédou
VOBS od 1. ro¢nika, ale maju aj takych Ziakov, ktorych prijali az do 5. ro¢nika, a tak sa Hejného
metddu ucia az od 5. ro¢nika. Pozorovanie Ziakov na hodinach vedenych metédou VOBS
prebiehalo na troch zékladnych $koldch: dvoch v Bratislave — SZS Felix (v dvoch triedach 5.
roénika a jednej triede 7. roénika) a SCZS Narnia (tri triedy 6. roénika) a jednej v Prahe — FZS
Taborska (jedna trieda v 5. ro¢niku a 1 trieda v 9. ro¢niku).

Z pozorovania jednotlivych vyucovacich hodin matematiky u¢enych metédou VOBS sme zistili,
Ze skupinova praca alebo prdca v dvojici tvori u jednotlivého Ziaka pocas 45-mindtove;j
vyucovacej hodiny matematiky priblizne 41,30 % a spolocnad diskusia Ziakov tvori u
jednotlivého Ziaka priblizne 18,16 % (blizSie v tab. 1). Spolu je to 59,46 %, €o tvori skoro dve
tretiny vyucovacej hodiny. Vyuclovacie hodiny boli rézne, na niektorych sa vobec
nediskutovalo alebo sa vobec nepracovalo v skupine.

Avsak priemerné vysledky vyskumu hovoria o tom, Ze diskusia, praca v dvojici a skupinova
praca tvoria velmi vyznamnu Cast kazdej vyucovacej hodiny matematiky vyucovanej metdédou
VOBS. Tento vysledok odraza redlnu aplikaciu dvanasteho principu metédy VOBS do
vyucCovacej hodiny. Tieto vysledky tiez ukazuju na to, Ze tato metdda skutoéne dba aj na
socialny charakter vyucovania, aby sa Ziaci naucili pracovat v time, spolupracovat, riesit
konflikty, vyjadrovat sa, diskutovat, argumentovat, prezentovat (rozvoj tzv. soft skills = makké
zrucnosti). Vysledky vyskumu nepriamo ukazuju na to, Ze metéda VOBS nedba len o vyucbu
matematiky, ale aj o vychovu.

Tab. 1: Priemery a smerodajné odchylky ¢asu Ziakov pri prdci v dvojici/skupine alebo diskusii celej triedy po&as 45-minutovej
vyucovacej hodiny matematiky vyucovanej metddou VOBS

Priemer Smerodajna odchylka
Praca v dvojici/v skupine 18,58 min 11,85 min
Diskusia v celej triede 8,17 min 8,69 min

Pocas pozorovani vyu€ovacich hodin matematiky vyu¢ovanych touto metddou sme si vSimli aj
dalsie zaujimavosti: To ako vo vyucovacich hodinach prebiehalo rozdelenie do skupin bolo
zaujimavé. Ked' sa Ziaci mali zoznamit s nejakym novym prostredim, skor zvykli pracovat
v dvojici. Casto sa stavalo, e Ziaci sa mohli rozdelit do skupin sami tak, ako chceli, resp. mohli
si vybrat ¢i chcu pracovat samostatne alebo v dvojici/skupine.
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Niekedy sa stavalo, Ze Ziaci boli do skupin rozdeleni ndhodne. To, ¢i si mohli vybrat sami
skupinu alebo boli rozdeleni I6som, odraza to, na ¢o bola viac zamerana vyucovacia hodina: i
jej dolezitejsim cielom bol rozvoj myslenia a matematickych vedomosti, zruénosti, schopnosti
alebo naucit sa spolupracovat, pracovat v skupine. Pri pozorovani sme si v3imli, Ze skupiny sa
vytvdrali ete aj inym spdsobom. Ziaci mali najprv riedit nejaké tlohy samostatne a potom ti,
o ich vyriesili si zacali vytvarat , hniezda” — skupiny, kde diskutovali o tom, kto to ako vyriesil
a kto ma spravne riesenie.

Rola ucitela: Pri pozorovani sme si viimli, Ze ucitel ma pri skupinovej praci/praci v dvojici a v
diskusii Specialnu ulohu. V diskusii je moderdtorom — vela sa Ziakov pyta, usmernuje diskusiu,
ddva slovo, neprezradza spravne rieSenie, ked sa ho nejaky Ziak nieCo opyta, tak sa opyta
ostatnych Ziakov, ¢o si o tom myslia, vyzve ostatnych Ziakov, aby sa mu to pokdusili vysvetlit.
Ucitel sa v diskusii tiez zvykne pytat, ¢i Ziaci porozumeli tomu, ako jeden Ziak nieco vysvetloval.
Ucitel usmernoval diskusiu tak, aby sa Ziaci sami dopracovali k novému poznatku, k spravnemu
rieSeniu. Pri skupinovej préci/praci v dvojici uditel Ziakov motivoval, zistoval ako sa im pracuje,
snazil sa im pomoct, ak potrebovali. Snazil sa im vSak poméct tym, Ze im napr. radil, aby si
znova precitali zadanie Ulohy alebo sa ich otazkami snafZil priviest k tomu, aby porozumeli, ¢o
maju robit.

Reélny obraz o sebe a spéitnd vézba: Ziaci si po skupinovej praci/diskusii ddvali spatnu vazbu
na to ako pracovali/diskutovali. Prebiehalo to napr. tak, Ze Ziaci povedali kolko bodov by si dali
za to, ako dnes pracovali v skupine, ¢o sa im podarilo, na ¢o su hrdi. Po diskusii hodnotili to,
kto prispel do diskusie dobrymi argumentmi. Vdaka takejto spatnej vazbe si Ziak buduje redlny
obraz o sebe. VSimli sme si, Ze vdaka tomu, Ze si spatnu vazbu davaju casto, sa Ziaci vedia
realisticky ohodnotit. Hodnotenie vlastnych schopnosti vo vyucovani je pre Ziakov potrebné,
a na Skolach malo vyuzivané [25] V rdmci diskusie sme spozorovali, Ze sa tu zaujimavym
spo6sobom pracovalo s chybou.

KedZe Ziaci spolu ¢asto diskutovali a boli zvyknuti prezentovat svoje rieSenie, nemali s tym
problém, aj ked'si nim neboliisti. V diskusii sa potom rozpravalo o ich rieSeni a Ziaci si navzdjom
vysvetlovali, pre€o je nejaké rieSenie spravne alebo nespravne. Aj Boaler [5] zd6raziuje, Ze
jednym z najdodlezitejSich krokov, ktoré moze uditel spravit, je zmenit celkovy pristup
k robeniu chyb — jeden maly krok, no velky rozdiel pre Studentov. potrebu robit chyby,
nakolko sa podla nej pri chybe. Najma skupinovd prdca a prdca v dvojici Ziakov bavila. Tesili sa
na aktivitu, lebo mali pocit, Ze sa budu hrat. Casto Ziaci prejavovali radost aj z toho, Ze mohli
prispiet do diskusie a prezentovat vlastné riesenie. Potvrdzuje to aj vysledky autoriek Medova
a Bakusova [13].

Samotna diskusia sa vyznacovala niektorymi charakteristikami. Diskusia prebiehala az po tom,
ako Ziaci skoncili nejaku pracu, aby nebol preruseny ich myslienkovy tok a ziak mohol ostat
pracovat na nejakej ulohe, ak chcel. V ramci diskusie Ziaci ukazovali svoje rieSenia alebo
prezentovali svoje ndzory a niekedy ostala diskusia aj otvoren3, ¢i uz do dalSej hodiny alebo
na neurcito. Poukazovalo to na aspekt, Ze ucitel nie je v tejto metdde nositelom poznania.
Diskusia sa niekedy diala na koberci, aby sa tak odburali bariéry medzi Ziakmi. A ked nejaky
Yiak nie¢omu nerozumel a opytal sa to, tak mu to vysvetloval iny Ziak a nie ucitel. Ziaci maju
medzi sebou podobnejsi spdsob komunikacie a preto si skor porozumeju. Spravna organizacia
diskusie napomaha aj slabsim Ziakom zapajat sa do riesenia uloh [26].
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Poznatok sa rodi v diskusii: Pri diskusii som mohla vidiet, Ze Ziaci dospeli k nejakému poznaniu
spolu, vdaka diskusii- napr. po aktivite pri diskusii dospeli k poznaniu vztahov medzi scitanim
parnych Cisel, nepdrnych Cisel a pdrneho a neparneho Cisla.

Napriek tomu, Ze sme sa pri pozorovani zameriavali najma na princip spoluprace, na vsetkych
pozorovanych vyucovacich hodindch sme si viimli, ako sa jednotlivé principy dopliaju.

Zaver

Metdda vyucovania orientovaného na budovanie schém nas zaujala najma tym, Ze je naozaj
orientovana na aktivnu pracu Ziakov na hodinach. Je vsak doleZité dodat, Ze ak sa ucitel na
vyucovanie touto metédou nepripravuje s dodatoénych predstihom, a neziska tak celkovy
nadhlad nad koncepciou celého pristupu, sa vyhody tejto metddy mozu Uplne stratit.
Spolupraca zZiakov vo vyucovani matematiky je velmi dolezita, pracu v skupindch odporucaju
viaceri odbornici, napr. v [27], [28].

Autorky Jancatikova a Scholleova [29] uvadzaju aj navrh rozdelenia ziakov do skupin tak, aby
bola ich spolupraca v ramci skupiny ¢o najefektivnejsia. Pozorovanim sme zistili, Ze priblizne
dve tretiny z vyucovacej hodiny sa praca Ziakov na hodinach vyucovanych metédou VOBS
prebiehala vo dvojici/v skupine alebo spolo¢nou diskusiou v celej triede.

Ucitel, ktory nevie viest diskusiu v triede spravnym spésobom ako facilitator a diskusia nahradi
iba jeho vyklad uciva, nie je pripraveny vyucéovat touto metédou. Dalej musime poznamenat,
Ze tato metdda nemusi vyhovovat kazdému Ziakovi.

Z vlastnej skusenosti vieme, Ze Ziaci ,,s vlohami na matematiku“ zvladnu ucivo matematiky na
vybornu bez ohladu na vyucovaciu metdédu, ale myslime si, Ze tato metdda najviac pomobze
takym Ziakom, ktori potrebuji na pochopenie uciva viac casu a dlhsie pracovat so
separovanymi alebo univerzalnymi modelmi.
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Abstract

The aim of this article is an analyze students’ tasks related to spatial ability from the point of view of the theory
of the didactical constructivism. We specify some misconceptions in students’ knowledge structure in the
conception of the cube buildings and we identify the causes of failure in the students’ solutions. Selected sample
of respondents were the students in the study field Pre-school and Elementary Education at Pedagogical faculty
CPU in Nitra.
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Uvod

Vo vyucovacom procese sa €asto prejavuju nejasné, navzajom neprepojené alebo aj mylné
poznatky Ziakov. Ziacke zistenia su ztoho ddévodu nespravne interpretované, smeruji
k nespravnym vysvetleniam alebo rieSeniam problémov. Niekedy sa Ziak snaZi vo svojej
odpovedi pouzivat rézne vedecké pojmy, snazi sa odborne argumentovat a riesit danu
problematiku. Pouziva pritom pojmy, ktoré su nezriedka formalne vytvorené, Ziak im poriadne
nerozumie a hlavne mu chyba prepojenost sbeZnou praxou. Toto vsetko negativne
ovplyviiuje vyu€ovaci proces a aj dalsie nadobudanie vedomosti v ramci jeho priebehu. Dal$im
problémom vo vyuéovani byva tieZ izolované nadobudanie vedomosti, ktoré je jednou z pricin,
Ze nadobudnuté poznatky nie su pre Ziakov trvacne.

V nasom c¢lanku sa preto budeme venovat miskoncepcidam vo vyucCovani geometrie.
Sustredime sa naich rozbor v rieSeniach uloh, ktoré suvisia so stavbami z kociek. Nasim ciefom
je identifikovat najcastejsie miskoncepcie v rieSeniach geometrickych uloh, ktoré boli zadané
buducim uditelom predprimarneho vzdelavania.

Ulohy suvisiace so stavbami z kociek maju v u¢ebniciach matematiky nezastupitelné miesto,
Ziaci tuto problematiku oblubuju, preto je potrebné zarad'ovat ich do vyucovacieho procesu.
Konstruktivisticky orientované vyucovanie a miskoncepcie vo vyu¢ovacom procese

Vychodiskami pre konstruktivisticki vyucbu, ako sa uvadza v [1], su konstruktivizmus (,,umozni
mi, aby som objavil“ — Piaget, Vygotskij) a konstrukcionizmus (,,najlepsie sa u¢im, ked nieco
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vytvaram, konstruujem“ — Papert). Dalej autor [1] konstatuje, 7e ucitel v kon$truktivisticky
orientovanom vyucovani posobi predovsetkym ako facilitator, Cize ulahcovatel Ziakovho
ucenia sa, pomaha ziakovi na jeho poziadanie. Vedie ho na ceste pozndvania, nemoze vsak, ak
za Ziaka vykonstruuje poZadované vedomosti. K poznatkom sa musi Ziak dopracovat sdm a
vlastnou aktivitou. Konstruktivistické koncepcie vyucovania predpokladaju, Zze poznanie je
Strukturované aktivitou subjektu. [2] Vyznamnym pojmom vo vacsSine konstruktivistickych
didaktik je pojem prekoncept, ktory je ndstrojom konStrukcie poznania. Prekoncepty su
neustdle prebudovavané a novy poznatok musi byt integrovany do uZ existujucich Struktar,
ktorymi Ziak disponuje. [3] Prekonceptom je predstava Ziaka o danom pojme, ktord ma Ziak
pred preberanim daného uciva. Niektoré prekoncepty mézu byt miskoncepciami, zaroven
viak plati, Ze nie kazdy prekoncept je zaroven miskoncepciou, ¢ize mylnou predstavou Ziaka
o danom pojme.

Mnohé zahranicné pedagogické vyskumy 80-tych rokov, ktoré boli persondlno-
konstruktivisticky orientované, poukazovali na to, Ze Ziacke predstavy o obsahu prebratého
uciva Casto nezodpovedaju predstavdm o tom, ¢o ma Ziak po prebrati konkrétneho uciva
ovladat. Vyskumy potvrdzovali, Ze v Ziakovej mysli existuju tzv. miskoncepcie, mylné poratia
uciva. MoZnou pric¢inou ich vzniku je aj skutocnost, Ze ucitel zvycajne nezistuje pred
preberanim novej témy, aké su predstavy Ziakov o obsahu jednotlivych pojmov nového uciva,
ako Ziaci chapu jednotlivé nacrtnuté problémy a ¢o si o danom ucive myslia. Preto moze
pbévodna predstava Ziaka o ucive (prekoncepcia) rusivo pésobit v mysli Ziaka pocas ucitelovho
vykladu uciva. To moéZe zapricinit vznik formalnych vedomosti Ziaka, ktoré nie su prakticky
pouzitelné. [1]

Délezitou sucastou inovativnych stratégii vo vyucovani su aj nové formy dialégu a interakcii
medzi ucitelom a Ziakom. Diskusiu vedie ucitel tak, aby pocas nej analyzoval odpovede Ziakov
a zohladnoval podla mozZnosti pri kladeni novych otazok najcastejSie chyby Ziakov. Na zaklade
zistenych nedostatkov a miskoncepcii uvedie Ziakom vhodné priklady aj protipriklady tak, aby
podporil rozvoj schopnosti argumentacie a rozvijal u Ziakov kritické myslenie. Rychla a u¢inna
spatna vazba je zaroven kluéovym faktorom formativheho hodnotenia. Vytvorenie
skreslenych a chybnych predstav, ako aj nepochopenie zakladnych suvislosti je tiez zdrojom
miskoncepcii a ddvodom nelspesnosti Ziakov pri rieSeni uloh. [4]

V [5] sa uvadza, Ze deformované mentdlne Struktury, ¢ize miskoncepcie, vznikaju, ak sa vo
vyucbe nezohladnuju prekoncepcie Ziakov, ak sa Ziakom predkladaju tzv. hotové poznatky
alebo ak dochadza k nepripustnému zovseobecriovaniu. Miskoncepcie zaroven povazujeme za
pri¢inu nespravnych predpovedi, interpretacii, vysvetleni alebo rieSeni problémov v oblasti
vedy. Identifikacia aktualnych prekoncepcii i miskoncepcii Ziakov je jednym z nutnych
predpokladov navodenia mentalneho konfliktu, ¢o je vyznamné =z hladiska vnutornej
motivacie k u€eniu sa Ziaka. Tato identifikacia je mozna ,premyslanim nahlas” o rieSenom
probléme, analyzou verbalnych protokolov, resp. videozdznamov, prostrednictvom interview
a testov alebo dotaznikov s mozZnostou vyberu odpovede. Dobre pripraveny test umoznuje
rychle zistenie Ziackych predstav s relativne jednoduchym vyhodnocovanim. Kvalitna priprava
testu si vSak vyZaduje znalost najcastejSich prekoncpecii a miskoncepcii.

Pri nadobudani novych poznatkov je nevyhnutné odstranit u ziakov miskoncepcie a zabezpedit
tak, aby vedomosti neboli formalne. Ako priklad postupu odstrafiovania miskoncepcii
uvadzame postup Kubiatka (2007, in [6]):
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1) Navodit u Ziaka nesuhlas, nespokojnost, rozpor s jeho pévodnym chdpanim uciva. Ziak musi
sdm dospiet k presvedceniu, Ze jeho doterajsia predstava je nesprdvna.

2) Nové ucivo musi byt vysvetlené tak, aby bolo Ziakovi zrozumitelné, aby ho dokdzal pochopit
a zacal o iom rozmysiat.

3) Vysvetlovanie uciva musi byt pre Ziaka presvedcivé, hodnoverné a hlavne prijatelné. Pri
akceptovani tychto podmienok je Ziak ochotny si vyskusat, ¢i by bolo pre neho akceptovatelné
a aké velké zmeny by musel urobit.

4) Pochopenie uciva musi byt pre Ziaka pouZitelné a uZitocné. Ziak by si mal vyskusat, nakolko
je nové prijatie vyhodnejsie pri rieseni problémov a situdcii, s ktorymi sa stretdva.

Charakteristika vyskumnej vzorky a miskoncepcie v rieSeniach geometrickych tloh

Vyskumnu vzorku tvorilo 68 Studentov 2. rocnika Studijného odboru ,PredsSkolska
a elementdrna pedagogika“ Pedagogickej fakulty Univerzity Konstantina Filozofa v Nitre. Tuto
vzorku moZeme povazovat za reprezentativnu, nakolko su to absolventi r6znych slovenskych
strednych 3$kol. Vyskum mal len deskriptivny charakter.

Uvedeni Studenti riesili Styri ulohy:

1. Nakreslite do pripravenej Stvorcovej siete uvedené pohlady na danu stavbu z kociek.

Pohlad zhora

Pohlad sprava

I Pohlad zdola

Pehlad spredu

2. Z kolkych kociek je postavena stavba, ktoru vidite na obrazku, ak Ziadna kocka vzadu
nechyba ani nevyénieva?
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Stavba je postavena z/zo kociek.

3. Kolko kociek je potrebnych na dostavanie kockovej stavby tak, aby vznikol ¢o najmensi
kvader (Ziadna kocka vzadu nechyba ani nevycnieva)?

Potrebnych je kociek.

4. V ulohe 3. ste vytvorili kvader.

a) Nacrtnite dany kvader, uréte jeho rozmery, ak viete, ze jedna kocka ma dizku hrany
lcm.

b) Postaveny kvader chcete teraz natriet ¢ervenou farbou. Kolko $tvorcov natriete touto
Cervenou farbou?

V nasledujucej ¢asti uvedieme konkrétne riesenia uloh, ktorych stucastou budi miskoncepcie
(vid' Tabulka 1).

Tabulka 1: Miskoncepcie v studentskych rieseniach
UL 3 RiesSenie Studenta Popis moZnej miskoncepcie

- chybna predstava o kvadri
ako telese

- snaha o doplnenie kockami

len tzv. prazdnych miest
fg‘ v predlohe
Potrebnych je " kociek.

A
Potrebnych je ] kociek
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- chybnd predstava o kvadri
ako telese

- Uvaha, Ze jednotlivé ¢asti

telesa v predlohe su uz
Potrebrrichie  {J liociek kvadrami, preto netreba

doplnit dalsiu kocku

- nepochopeny pojem

s doplfiania predlohy kockami
na kvader (uloha bola
vyrieSena premiestnenim

2 a doplnenim kociek do
o gt pozadovaného kvédra)
Ul.4a) Riesenie studenta Popis moznej miskoncepcie

- rieSenie nesplia podmienku
doplnenia na najmensi kvader

- chybna predstava o moznych
rozmeroch  kvadra  (Casto
uvazuju len o kvadri s hranami
roznych dizok)

- zdmena rovinného
S a priestorového Utvaru

- nespravna predstava
o jednoznacnom urceni
rozmerov telesa
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- nesprdvna predstava

o jednozna¢nom urceni
rozmerov telesa pri spravnom
nacrtnuti telesa

Ul.4b) Rieenie studenta Popis moznej miskoncepcie

- zamiefanie pojmov objem
a povrch telesa (vyuZitie vzorca
pre objem telesa s uvedenymi
jednotkami pre povrch telesa)

- rieSenie je spravne pre kocku
s dizkou hrany 1 cm, pre iny
rozmer kocky by prijaté zavery
neboli spravne

Zaver

ROzne testovania poukazuju na casté chyby v rieSeniach geometrickych uloh. Tento fakt
potvrdili aj nase zistenia, ktoré su v sulade so zisteniami aj inych autorov. Napriklad v [7] sa
uvadza: ,Vysledky testovania Ziakov Stvrtych rocnikov ukdzali, Ze pri identifikdcii rovinnych
utvarov je ¢astou chybou zamena rovinného a priestorového utvaru. Uvedeny jav sme si vSimli
aj pri testovani deti predskolského veku, nielen u nich ale aj v Studentoch ucitelského Studia,
ktori detom klddli otdzky. Prikladmi st dvojice kocka — $tvorec, trojuholnik — ihlan, obdiZnik —
kvdader. Tieto ¢asté miskoncepcie pretrvava z predskolského veku a vébec nie su eliminované.”
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Cielom vychovno-vzdelavacieho procesu nie je len sprostredkovat Ziakom rézne informacie,
ale hlavne rozvijat ich schopnost mysliet, ¢o sa v matematike dd jednoznacne rieSenim
réznych dloh. Ucitel tak moéze zistit chyby Ziakov a to vratane miskoncepcii, ktoré su pricinou
Ziackeho neporozumenia. Navodi sa tym vramci vyucovacieho procesu diskusia ucitela
so Ziakmi, resp. medzi Ziakmi samotnymi. Ziska sa spatnd vdzba, preco sa miskoncepcie
vyskytli, ¢o moze smerovat k zlepseniu Ziackych vedomosti a teda aj ich vysledkov Ziakov
z predmete matematika.
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