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Rovnice druhého stupna v prostredi programu GeoGebra

Second Degree Equations in GeoGebra Environment
Martin Billich?®

@*Department of Mathematics, Faculty of Education, Catholic University in RuZomberok, Hrabovskd cesta 1A,
SK-034 01 RuZomberok
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Abstract

GeoGebra is one of the most popular dynamical mathematical software that joins geometry, algebra and
calculus. This tool help students to acquire knowledge about not only geometric objects. The relationships
between the sum and product of the roots of a quadratic equation and the coefficients of the equation (Viete's
theorem) are considered. We give several geometrical (or graphical) methods of solving quadratic equations
such as using the right triangle altitude theorem and the power of a point theorem. We will try to show some
possibilities of the software GeoGebra to visualize these ways. In addition, we show that this can be solved by
elementary geometry always using only ruler and compass.

Keywords: GeoGebra, quadratic equations, Vieta’s formula.

Classification: H30, R20

Uvod

V sucasnosti je GeoGebra jednym z volne dostupnych programov dynamickej geometrie,
ktory sa Coraz CastejSie dostdva na vSetky urovne matematického vzdeldvania, od zakladnych
$kol, cez roézne typy strednych skol aZz po univerzity. O GeoGebre mozno hovorit aj ako o
multiplatformovom matematickom systéme, ktory v sebe spdja geometriu, algebru a
matematickd analyzu. Skimanie matematickych situdcii, rieSenie problémov a osvojenie
novych matematickych pojmov Ziakmi alebo Studentmi v prostredi programu GeoGebra sa
mbze stat pristupnejSie a zrozumitelnejsie, kedZe je podporované vhodnymi ilustraciami
formou dynamickych obrazkov. GeoGebra ponuka hlavne lahko pouzitelné rozhranie,
ktorého dynamika, spojenda s manipuldciou svolnymi objektmi, poskytuje dostatocny
priestor na mnohé Studentské aktivity nielen v Skole ale aj vdomacom prostredi. V tomto
¢lanku sa blizsie pozrieme na problematiku rieSenia rovnic druhého stupna, ich geometricku
interpretaciu, pri ktorej vyuZijeme viaceré moznosti programu GeoGebra.

Trochu z historie

Na uvod uvedieme jednu geometrickl interpretaciu rieSenia urcitej a v stredoveku azda
najznamejSej kvadratickej rovnice, ktora by mohla slizit pre studentov nielen ako motivacia
ale hlavne ako dobra vizualizacia toho, ¢o sa odohrava pri algebraickom rieSeni kvadratickej
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rovnice, ked hladdame iba jej kladné korene. V nasledujucom priklade (pozri [3]) vychddzame
z diela vyznamného arabského matematika al Chvarizmiho (780 - 850).

Priklad: Hladajme (kladné) korene rovnice x? + 10x = 39.

Riesenie: Podstatou rieSenia je doplnenie na Stvorec (vid obr. 1). Najskor zostrojime Stvorec
so stranou dizky x. K tomuto $tvorcu pripojime dva obdlZniky so stranami dizky 5 a x. Ziskany
obrazec ma obsah 39 (tmava cast). Tento doplnime na Stvorec. Pridana cast je Stvorec
s obsahom 52 = 25. Vysledny $tvorec ma obsah 39 + 25 = 64 a jeho strana ma dizku 8.
Vychodiskovy $tvorec ma preto stranu dizky 3 (hfadany koreri).

ox 25

Obrdzok 1
Predchadzajuci spésob mdzeme opisat pomocou dnesného algebraického jazyka:
x2 +10x = x%2 + 2(5x) = 39
x2+2(5x) + 25 =39 + 25 = 64

(x +5)? = 64
x+5=8
x = 3.

Takéto rieSenie rovnice geometrickou cestou sa javi pre Studentov ako velmi uzito¢né, kedze
im umoznuje nahliadnut do podstaty veci. V podobnom duchu budeme pristupovat
k rieSeniu rovnic 2. stupna aj v nasledujucom texte, pricom doéraz bude kladeny nielen na
vizualizaciu, ale predovsetkym na podstatné charakteristiky metdd ich rieSenia v prostredi
programu GeoGebra.

Vychodiskova uloha

Ziskanie istej zrucnosti pri rieSeni rovnic aich sustav patri medzi tie najzakladnejsie
v stredoskolskej matematike. Nezriedka k nim vedie mnozstvo praktickych uloh a problémov.
S rieSenim kvadratickej rovnice je takmer neodmyslitefne spojena nasledujica geometricka
uloha:

Uloha 1: Aké st rozmery obdiZnika, ktorého poloviény obvod je 18 a obsah 65?

Riesenie: Nasou ulohou je najst dve Cisla, ak pozndme ich stcet a sucin. Ak oznadime x,y
dlzky stran obdlznika, dostavame sustavu rovnic
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x+y=18
(1)
X.y = 65.

Ak z prvej rovnice vyjadrime nezndmu y a dosadime do druhej, dostdvame po Uprave
kvadraticku rovnicu
x?—18x + 65 = 0. (2)

V stredoskolskej matematike sa spravidla na rieSenie kvadratickej rovnice pouziva metdda
algebraicka alebo graficka (geometrickd). Vysledkom prvej metédy, pomocou Upravy na
Stvorec, dostdvame vztah pre korene kvadratickej rovnice (2) v tvare:

xl’z = 9i V92_65.

Ak pouzijeme Upravu kvadratického trojélena rovnice na sucin, tak pre korene dostavame:
(x—-5).(x—13) =0.

Korene rovnice x; = 13, x, = 5 st dizkami stran hladaného obdlznika. Grafickd metdda je
zaloZzenda na hladani spolo¢nych bodov ¢asti priamky a hyperboly (pre kladné hodnoty x, y)
uréenych rovnicami (1), alebo paraboly (grafu kvadratickej funkcie f(x) = x? — 18x + 65)
s x-ovou osou. Obe tieto situdcie vytvorené v prostredi programu GeoGebra su nacrtnuté na
obrazkoch 2a,b.

y

flz) = 2> — 18z + 65
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a) b)
Obrazok 2

V tejto suvislosti treba zd6raznit, Ze v skolskych podmienkam sa Studentom podari zostrojit
(na tabuli ¢i v zoSitoch) iba konecny pocet bodov danej paraboly resp. hyperboly. Vysledkom
tejto metddy je obycéajne iba pribliznd hodnota premennej x, ktora je jednou zo suradnic
spolo¢nych bodov priamky a hyperboly, resp. pri ktorej kvadraticka funkcia nadobuda nulovu
hodnotu. Grafické rieSenie kvadratickej rovnice sa v takychto podmienkach stdva casto
zdlhavym a v koneénom dosledku ndm dava iba priblizné vysledky. Avsak na overenie
spravnosti rieSenia danej ulohy mame v GeoGebre niekolko moznosti. Prvou volbou je
spravidla iba odcitanie suradnic vopred zostrojenych priese¢nikov priamky a hyperboly
z algebraického okna programu. V pripade paraboly a jej priesecnikov s x-ovou osou, mozno
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vyuZzit z ponuky nastrojov namiesto prikazu ,Priesecnik” priamo prikaz ,Korene” sliZiaci na
urcenie korerfiov danej kvadratickej funkcie. Druhou, v rieSeni nasej vychodiskovej ulohy aj
prirodzenou pomockou, je v GeoGebre integrovany algebraicky vypoctovy systém CAS, ktory
umoznuje jednoducho riesit sustavu rovnic (1) tak, ako to vidno na obrazku 3.

File Edit VWiew Options Tools Window Help

|l ~ 15 7 i< = L=
EEEETNEEE0 =
» CAS < | » craphics [
1 oy = 65 Y
® + d: xy==65 20 4
3 Lx+y=18

[ ] + £:x+y=18

g | idD

Soke: {{x=05,y =13}, {x=13,y =5}}

Obrazok 3

Variacie vychodiskovej ulohy

Bezprostredne po vyrieSeni vychodiskovej ulohy je vhodné pokracovat v numerickom ale
i grafickom rieseni (v prostredi programu GeoGebra) analogickych uloh s réznymi hodnotami
pre poloviény obvod a obsah uvaZovaného obdiZnika. Tymto moze vzniknut tzv. strapec Gloh
(viac o tejto metdéde mozno ndjst v [4]). Ako by to mohlo vyzerat v pripade naSej zakladnej
ulohy? Napriklad:

e Ak zmenime napr. obsah obdiinika na 81 a poloviény obvod zostane rovnaky, tak
rieenim Ulohy bude $tvorec so stranou dizky 9. Prislu$nd kvadraticka rovnica ma
v tomto pripade jedno rieSenie (dvojndsobny koren).

e Ak zvolime napr. polovicny obvod 15 a obsah sa nezmeni, tak neexistuje obdlznik
pozadovanych vlastnosti. Teraz zodpovedajuica kvadraticka rovnica nema riesenie.

Je dobré este zdoraznit, Ze do vytvarania novych uloh urcitého strapca mozno vtiahnut aj
Studentov. Je velmi cenné, ak Studenti dokazu sami sformulovat podmienky, kedy existuje
obdiznik pozadovanych vlastnosti, teda pre aké hodnoty jeho poloviéného obvodu a obsahu
ma prislusnd kvadratickd rovnica jedno alebo dve rieSenia, prip. nema rieSenie. Po takychto
aktivitach by uz malo byt zrejmé, Ze pri malom obvode nemdze byt obsah Iubovolne velky,
aviak obsah moéze byt fubovolne maly pri akomkolvek obvode obdiznika. Na tento Gcel je
vhodné si zostrojit v programe GeoGebra rdzne vizualizacie rieSenia ulohy. Prvou z mozZnosti
je vytvorenie modelu, v ktorom je moziné menit pomocou ndstrojov ,posuvnikov” iba
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numerické zadanie ulohy a sledovat, ako zmeny tychto parametrov vplyvaju

pocet rieSeni ulohy (vid obr. 4).
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Obrdzok 4

na celkovy

Okrem uz vyssie uvedeného by bolo dobré si uvedomit, Ze v geometrickej interpretacii
rieSeni Uloh mozno vyuzit aj Euklidovu vetu o vyske. Presnejsie, ak zostrojime pravouhly
trojuholnik nad preponou dizky p = x +y, tak obsah g = x.y uvaZovaného obdiznika je
rovny druhej mocnine velkosti vysky v tohto pravouhlého trojuholnika (obr. 5).
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Obrdzok 5

flx) =a® —6x+5
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V prostredi programu GeoGebra vieme sledovat nielen zavislost obsahu g na velkosti x pri
konstantnom p, ale sucasne aj zavislost korenov x; a x, na hodnote g pri konstantnom p

a naopak. Odtial je zrejmé, 7e obsah obdiZnika q je maximalny v pripade, ak x; = x, = %p,
7. 2 7
a teda hladany obdlZnik je Stvorec. Rovnako plati, ze pre q > (%p) neexistuje obdlznik

poZadovanych vlastnosti a Uloha nema rieSenie. Predchadzajice postupy mdzeme jazykom
algebry zhrnat nasledovne:

Ak polovi¢ny obvod oznacdime p a obsah g, tak sustave rovnic

X+y=p
X.y=q
zodpoveda kvadraticka rovnica v tvare
x* —px+q=0, (3)

pre korene ktorej dostdvame vztah:

PLyvp -4 (@)

2
Ak existuju korene x; a x5, t. j. p? > 4q, tak rovnicu (3) mozno pisat v tvare sucinu

(x—x)(x—x3) =0,

pricom platia Vietove vztahy v tvare:

X1,2 =

X1 +X,=p, X1.X; =4(q. (5)

Zovseobecneny pristup

Zatial sme sa zaoberali rieSenim kvadratickej rovnice v tvare (3) iba pre kladné hodnoty
premennych p a g, pricom sme v geometrickej interpretacii pouzili jednu z Euklidovych viet.
Vo vSeobecnosti, ak p a g su lubovolné redlne Cisla, tak na grafické (geometrické) rieSenie
kvadratickej rovnice v normovanom tvare

x2+px+qg=0 (6)

pouzijeme mocnost bodu vzhladom na kruZnicu (porovnaj v [1]). Tento pristup je vhodny aj
pre Skolski matematiku, kedZe na hladanie korenov kvadratickej rovnice su postacujuce iba
euklidovské konstrukcie (vid' [2]). V prostredi programu GeoGebra budeme postupovat
nasledovne:

Najskor zostrojime body O = [0;0] A=[0;1], B=1[0;q] a S= [—g;lz—q]. Nech k je
kruZnica so stredom v bode S a polomerom dizky r = |AS]. Pre vzajomnu polohu kruznice k
a x-ovej osi nastane prave jedna z nasledujicich moZznosti:

a) Kruznica k pretina x-ovu os v dvoch réznych bodoch X; = [x;;0] a X, = [x,; 0] (vid'
obr. 6a). Potom pre mocnost bodu O vzhladom na kruznicu k plati:

X, -0) (X, —0)=(A-0) - (B-0).
Po dosadeni suradnic jednotlivych bodov dostaneme

xl.x2=q.
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y
/A
0

a) b)
Obrazok 6

Stred S kruZnice k lezi na osi Usecky X;X,. Potom pre x-ové suradnice bodov X;,X,,S

plati:
X1 + X, p
2 2
alebo po uprave
X1 +x, = —p.

b) Kruznica k sa dotyka x-ovej osi vbode X; = [x;;0] (vid obr. 6b). Podobne ako
v predchadzajicom pripade, pre mocnost bodu O vzhladom na kruznicu k plati:

X, -0) (X, -0)=(A-0)-(B-0)
a dosadenim suradnic jednotlivych bodov mame
x1 . x1 = q

Navyse, x-ové suradnice bodov S a X; su su€asne rovné — g, t.j. plati:
X1 +x4 = —p.
c) Kruznica k a x-ova os namaju Ziaden spoloc¢ny bod.
Je vidiet, Ze pre kvadraticku rovnicu (6) sme tymto postupom dostali zname Vietove vtahy:
X1+ X =-p, X1.X2 =4q. (7)

Konstrukciou kruznice k so stredom v bode S a polomerom AS a jej priesecnikov s x-ovou

osou dostavame vsetky rieSenia kvadratickej rovnice (6). Ich pocet zodpoveda prave poctu
priesecnikov kruznice k s x-ovou osou.

Zaver

V sucasnej Skolskej matematike ma dynamicka podpora vyucby svoje nezastupitelné miesto,
kedZe prispieva nielen k lahSiemu a rychlejSiemu pochopeniu uciva, ale aj k jeho hlbsej
fixacii. Vtomto ¢lanku sme sa zamerali na niektoré moznosti pouzitia volne dostupného
programu GeoGebra pri vizualizacii pojmov z algebry, pri rieSeni rovnic druhého stupna.
Pouzivanie nastrojov tohto programu pomaha Studentom nahliadnut na podstatu veci aj
v pripade rieSenia kvadratickych rovnic. R6zne pohlady na geometrické i grafické hfadanie
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korerniov kvadratickej rovnice, prepojené s ich algebraickou podstatou (Vietove vztahy), su
zdrojom viacerych Studentskych aktivit, ktoré prispievaju k prirodzenému osvojovaniu si
novych pojmov. Aj ked sme sa v tomto prispevku venovali iba rieSeniu kvadratickej rovnice
v normovanom tvare, pozorny Citatel si iste uvedomil, Ze vSetky postupy mozeme vyuzit aj
pri riedeni kvadratickej rovnice vo vieobecnom tvare: ax? + bx+c =0, kde a,b,c su
redlne ¢isla (a # 0).
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Abstract

The proof of the continuous ordering real numbers is somewhat complicated in the Cantor’s construction of
this ordered field. Let (R, <) ((ﬁ, <1)) denotes the ordering set of real numbers in the Dedekind’s

construction (Cantor’s construction). The similarity of the ordered sets R and R is proved in the paper
directly..

Keywords: continuous ordering, real numbers, Dedekind’s construction, Cantor’s construction

Classification: 97B50, 06A05

Uvod

Obe exaktné konStrukcie mnoZiny a usporiadaného pola redlnych Ccisel, Dedekindova
i Cantorova, sui pomerne teoreticky narocné. Kazdd ma svoje vyhody i nevyhody.

Tak napriklad v Dedekindovej konstrukcii (DK) sa jednoduchsie dokaze spojitost usporiadania
mnoziny realnych Cisel ako v Cantorove] konstrukcii (CK). Dékaz spojitosti v CK je zalozeny na
predtym dokazanych vlastnostiach archimedovsky usporiadanych poli (Svec [4], 1987).
Délezitu ulohu tu zohrdva poznatok, Zze v archimedovsky usporiadanom poli (4, +,-, <) je
mnozina (4, <) spojito usporiadana prave vtedy, ked pole A je Uplné. Nasledne sa dokaze, ze
pole realnych Cisel (R, +,,,<) je Gplné a teda (R, <) je spojito usporiadanad mnozina.

Na druhej strane sa v CK daju jednoduchsie dokazat vlastnosti operdacii redlnych Cisel ako
v DK. V CK sa totiz prirodzenym sp6sobom prendsaju vlastnosti operacii pola raciondlnych
Cisel (Q,+,,,<) na operacie s redlnymi cislami, ¢o spociva v jednoduchsej definicii suctu
a sucinu realnych &isel v CK.

Ak oznadime (R, <) resp. (ﬁ, <1) usporiadand mnozinu redlnych cisel v DK resp. v CK, tak
v predloZzenom ¢lanku je priamo dokazané, ze mnoziny (R, <) a (ﬁ, <1) su podobné. Tento
fakt sa obycajne tiez dokazuje pomocou vseobecnejsich vysledkov o archimedovsky
usporiadanych poliach (Salat [2], 1982). Zo spojitosti usporiadanej mnoZiny (R, <) takto
vypwvaspoﬁumfuspoﬁadanejmnoﬁny(ﬁ,-<1)

@ Corresponding author: pvrabel@ukf.sk
DOI: 10.17846/AMN.2018.4.2.9-13
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Zakladné pojmy a oznacenia

Usporiadana mnozina (P, <) sa nazyva spojito usporiadand, ak kazda jej zhora ohraniena
neprazdna podmnoZzina ma v P supremum. Mnozina raciondlnych Ccisel s obvyklym
usporiadanim nie je spojito usporiadand (Salat [3], 1986). NajdoleZitej$im prikladom spojito
usporiadanej mnoziny v matematike je mnozina realnych déisel, ¢o ma klucovy vyznam
napriklad v zakladoch matematickej analyzy. Usporiadanu dvojicu [A4, B] nazveme rezom
usporiadanej mnoziny (P, <), ak mnoziny A (dolna skupina rezu), B (horna skupina rezu) su
neprazdne, AU B = P a kaidy prvok mnozZiny A je mensi ako fubovolny prvok mnoziny B.
KedZze AN B = @, tak B = P — A. Lahko moZno nahliadnut, Ze mnozina A, A € P, je dolnou
skupinou nejakého rezu mnoziny P prave vtedy, ked' plati:

A+Q,P—-A+0,(a€ANxEPAx<a)=>x€EA) (1)

Takto kazdy rez mnoziny P je jednoznacne urceny svojou dolnou skupinou. Preto niekedy, ak
to zjednodusuje Gvahy resp. zapis, budeme o reze mnoZziny P stru¢ne hovorit ako o mnoZine
A (A € P, A spia (1)).

V DK uvaZujeme mnoZinu vSetkych takych rezov A mnoziny Q, kde mnozZina A nema najvacsi
prvok. MnoZinu vSetkych takychto rezov oznatme R (mnoZina realnych cisel). MnoZiny
{xeQx<a},a€Q QyU{x €eQt;x? < 2}su prikladmi rezov z R. Na mnoZine R mozno
definovat relaciu < takto:

pre A;,A, € R plati A; < A, prdve vtedy, ked A; je vlastna podmnoZina mnoziny A,.
Reldcia < je spojitym usporiadanim mnoziny R (Palumbiny [1], 1994).
CK vychadza zpojmu fundamentdlnej postupnosti racionalnych Cdisel. Postupnost
racionalnych ¢isel {a, };=, nazveme fundamentalnou postupnostou, ak
VeeQt 3ny N Vp,q>ny |a,—ayl <e (2)

Kazdd fundamentdlna postupnost je ohraniCenda asucet aj suéin  lubovolnych
fundamentdalnych postupnosti racionalnych dcisel si opat fundamentdlne postupnosti.
OznaCcme F, mnozinu vsetkych fundamentalnych postupnosti racionalnych Cisel. Na F,
definujme reldciu ~ takto:

{an}?{):l ~ {bn};?:l < T]Li_r;glo(an - bn) =0.

Relacia ~ je relacia ekvivalencie. Relacii ~ odpoveda rozklad mnoZiny F, na disjunktné
triedy. MnoZinu tychto tried ozna¢ime znakom R (mnozina redlnych ¢isel) . Ak do nejakej
triedy rozkladu patri fundamentalna postupnost {a,}n=;, tak tuto triedu oznacime aj
[{a,}-1]. Reélne &islo a, a = [{a,}y=,], nazveme kladnym apiseme 0 <;a, O =
[{0};-,], ak existuje r € Q* a m € N tak, Ze pre kazdé prirodzené ¢islo n, m < n, plati
r < a,. Lahko mozZno nahliadnut, Ze definicia kladného redlneho ¢isla a nezdvisi od vyberu
reprezentanta {a,}_,. Na mnoZine R definujeme reléciu <, takto:

prea, B € R, a = [{ay}n=1], B = [{bu}i=1], @ <4 B préve vtedy, ked 0 <; B —«,

kde 8 — a = [{b, — a,,}>_1]. Reldcia <, je usporiadanie mnoziny R (Salt [2], 1982).
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Pripomernime eSte pojem podobného zobrazenia a podobnosti usporiadanych mnozin. Pre
usporiadané mnoziny (4, <), (B, <g) zobrazenie f: A - B nazveme podobné, ak pre kazdé
x,y € A plati:

x<uy=fx)<gf)

Uvedené usporiadané mnoZiny nazveme podobné, ak existuje podobné zobrazenie mnoZziny
A na mnozinu B, pritom piSeme A = B.

O spojitosti usporiadania mnoziny (R, <;)

Ako sme uz uviedli vivode, dokdZzeme, Ze usporiadané mnoziny (R,<) a (ﬁ, <1) su
podobné.

Veta 1. Nech usporiadané mnoziny (4, <4), (B,<g) su podobné a A je spojito usporiadana.
Potom aj mnoZina B je spojito usporiadana.

Dékaz. Nech f: A = B je podobné zobrazenie mnoziny A na mnoZinu B. Nech ® # M C B
a M je zhora ohranicend v mnoZine B prvkom b. Treba dokazat, Ze mnoZina M ma v mnoZzine
B supremum. UvaZujme vzor mnoZiny M v zobrazeni f, teda mnoZinu

f-1(M) = {x € A; f(x) € M}.

Kazdé podobné zobrazenie je prosté, teda f je bijekcia. Potom existuje jediné a € A také, ze
f(a) = b. Zrejme pre kazdy prvok x € f_;(M) je x <4 a. Ak by totiZ existoval taky prvok
X1 € fL1(M), Ze a <4 x4, tak b = f(a) <g f(x;) € M, ¢o by bolo v spore s volbou prvku b.
Mnozina f_;(M) je takto neprazdna a zhora ohrani¢ena podmnoZina spojito usporiadane;j
mnoziny A, ma teda supremum, oznatme ho u. Dokazeme, Ze f(u) je supremum mnoZiny
M. Nech y € M. Pre vzor x kprvku y v zobrazeni f plati y = f(x) <g f(u). Teda f(u) je
horné ohrani¢enie mnoziny M. Nech y, € B, vy, <p f(u) a f(xy) = yo, xo € A. Potom
Xg <4 U. Kedze u = sup f_;(M), tak existuje t € f_;(M) spliiujice nerovnost x, <4 t.
Takto yo = f(xy) <p f(t) € M a teda y, nie je horné ohrani¢enie mnoziny M. Takto f(u) je
aj najmensie horné ohrani¢enie mnoziny M v mnozine B.

Lema 1. Nech « = [4,B] € R, k € Q*. Potom existuju také prvkya € A, b € B, e k = b —
a.

A o . " woqd=c oL -
Dékaz. Zvolme lubovolne v mnoZine A(B) prvok c(d). K €islu TC existuje prirodzené Cislo n
. d— . . . .
tak, ze TC < n.Potomd < c + nk av konecnej postupnostic,c + k,---,c + nk je prvy ¢len

z A aposledny z B. Nech p je najmensie prirodzené Cislo s vlastnostou ¢ + pk € B. Potom
a=c+(p-1DkeAb=c+pk€eB, k=>b—a.

Veta 2. Usporiadané mnoziny (IR, <), (R, <1) su podobné.
Dékaz. Nech a € R, a = [A, B]. Zlemy 1 vyplyva, Ze ku kaidému n € N existuju také prvky
a, €A,b, €B,ieb, —a, <%. Nech

a, = max {a,,a,, ...,a,}, b, = min {by, b,, ..., b,}.

Potom a, < a, < b, < b, En—c_ln<% pre kazdé n € N. Nech ¢ >0 a m € N, %<e.
Potom pre kazdé p,q € N,p > q,p > m, g > m, plati
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_ _ — _ 1 1
ap—aq<bq—aq<5<;<s.

Postupnost {a,}n=; je teda fundamentalna. Zrejme [{@,}n=1] = [{En}:;l]. Definujme teraz

zobrazenie f:R — R rovnostou f(a) = [{@,}>-,]. DokdZeme, 7e f podobné zobrazenie
mnoZiny R na mnoZinu R, teda R = R.

Zachovajme vsetky oznacenia z doteraz uvedeného postupu a uvazujme f € R, g = [C, D],
a < [.Pretoze a < f8, tak C N B je nekone¢na mnozZina bez najvacsieho prvku. Podobne ako
to bolo sprvkami a,,b,,a,,b, moino skonstruovat neklesajicu postupnost {c,}o,

prvkov z mnoziny C N B a nerastucu postupnost {cfn}:):l zmnoziny D tak, 7e d,, — ¢, < %

Ak by postupnost {C,}n=; bola od istého indexu konstantnd, tak vezmeme namiesto nej

co

postupnost {c‘n — %} . Zrejme
n=1

) = ez = [fen -3} |

n

Mézeme teda predpokladat, Ze postupnost {C,},—; nie je konstantna, teda existuje také
prirodzené Cislo m, Ze ¢, < Cpy1- Oznaéme Cppyq — Gy, = 7. Potom pre kazdé n>m +1
plati : ¢, = Cpy1 > Cp > a,. Takto pre kazdé n=>m+1 plati a,+r <¢c,, teda

f(@) <1 f(B)

Teraz dokaZeme, 7e zobrazenie f je surjekcia. Nech a = [{a,,}5,] € R. Potom existuje taka
vybrand postupnost M = {@,};~,; postupnosti {a,}n-,, ktora je bud neklesajica alebo
nerastlca. Zrejme @ = [{G,}n=1] = [{an}n=1]- Nech postupnost M je neklesajica. PoloZzme

A={reQ; IneNr < a,}.

Zrejme A je neprazdna, nemad najvacsi prvok a navyse je aj primitivnym intervalom mnoZiny
Q. KedZe postupnost M je zhora ohrani¢end, tak mnozina B, B = Q — A, je neprazdna.
Potom «a, a = [A, B], patri do mnoZiny R. Na zdklade lemy 1 a hore uvedeného postupu
existuje neklesajuca postupnost {@,}n=; prvkov z mnoZiny A anerastica postupnost
{En}:=1 prvkov z mnoZiny B tak, Ze pre kazdé n € N plati En —a, < % Z definicie mnoZiny A
vyplyva, Ze ku kazdému n € N existuje prirodzené Cislo ky, tak, Zze d, < ay,, pritom vezmime
najmensie k, stakou vlastnostou. KedZe a; < b, tak aj rlli—{?o(l;” - C_lkn) =0 a

Ha meil=d=a= [{dkn}:;l]' Potom f(a) = @, ale @ = @ = a. Nech teraz postupnost
{@,};m=1 je nerastuca. Poloime D ={reQ; 3IneNa, <r}, C =Q—D. Ak by mala
mnozina C najvacsi prvok, presunieme ho do mnoziny D. Potom f =[C,D]€R.
Analogickou Uvahou ako v predchadzajucom pripade moZno skonstruovat neklesajicu
postupnost {c,}n=; prvkov z mnoziny C, pricom c = [{c }me1] = [{an}n=1] = a. Potom

fl@) =c=a.

KedZe (R, <) je spojito usporiadand mnozina a R = R, tak z vety 1 vyplyva, Ze aj (ﬁ, <1)
je spojito usporiadana mnozina.
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Zaver

V predloZzenom prispevku sme sa nezaoberali definiciou a vlastnostami operacii scitania
a nasobenia v usporiadanych poliach (R, +, -, <), (E, ®,®,<1). Sustredili sme sa iba na
usporiadanie tychto poli. Tieto usporiadané polia st izomorfné (Salat [2], 1982). Teda
existuje takd bijekcia f: R — R, 7e pre kazdé prvky a, b € R plati:

fla+b) = f(a)®f (b)
f(a-b) = f(a)Of (b)
a<b= f(a) <, f(b).
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Abstract

The non - standard and application tasks eliminate formal learning and they approximate mathematics to
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Uvod

Geometria ako neoddelitelnd oblast matematiky a sucast edukacného procesu rozvija
predstavivost a tvorivost Ziakov. Ziaci si podas svojho $tudia osvoja vela poznatkov
z geometrie, ktorym je nevyhnutné porozumiet a vediet ich pouzZit v realnych situdaciach.
Pocas hodin matematiky je mozné rozvijat schopnost Ziakov aplikovat geometrické poznatky
rieSenim rbznych neStandardnych, najma aplikaénych uloh zgeometrie. Z uvedeného
doévodu je nevyhnutné aby uditelia matematiky mali k dispozicii r6zne nestandardné ulohy,
ktoré by so svojimi Ziakmi rieSili v ¢o najvaésej mozinej miere. Postacia ucitelom matematiky
ucebnice, ktoré su schvdlené Ministerstvom Skolstva, vedy, vyskumu a Sportu? Alebo je
potrebné, aby ucitelia doplfiali matematické Ulohy v ucebniciach o nestandardné ulohy?
Danymi otazkami sa budeme zaoberat v nasom ¢lanku.

Teoretické vychodiska

RieSenie matematickych uUloh sa zaraduje medzi zadkladné rozvijajuce cinnosti vychovy
avzdeldvania na hodindch matematiky. Ulohy su vhodné pre vzbudenie zaujmu
o matematiku a zaroven zabezpecuju aktivnu cinnost Ziakov. Pod pojmom matematickd
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uloha rozumieme otdzky ucitela, problémy rieSené prostrednictvom prikladov, cvic¢eni
a réznych situdcii, ktoré si vyZaduju aktivitu a riesenie zo strany Ziaka (Sedivy a kol., 2013).

V 8kolskej matematike sa stretdvame sroéznymi deleniami matematickych uloh. Sedivy
a kol. (2013) delia matematické ulohy na:

e Standardné ulohy — Glohy zamerané na pamét, v ktorych Ziaci napodobriuju dany
vzor. RieSenie uloh tohto druhu je vo vyucovani matematiky nevyhnutné, aj ked' sa
velakrat len v malej miere rozvijaju matematické kompetencie Ziakov.

e Nestandardné ulohy — uUlohy zamerané na rozvoj pozndvacich schopnosti Ziakov,
predstavivosti, logického myslenia a medzipredmetovych vztahov. Ulohy st vytvérané
tak, aby viedli k objaveniu doévtipu a nachadzaniu novych ciest pri rieSeni, ktoré Ziak
prevaZzne objavi sam.

Hejny (2004) pod nesStandardnou ulohou rozumie ulohu, ktorej riesitel nepoznd proceduru
jej riesenia. Ak tuto ulohu chce vyriesit, musi skimat, hladat, experimentovat a vynalozZit
intelektualne Usilie. Pri rieSeni neStandardnych uloh si Ziaci osvojuju vlastné riesitelské
stratégie a hladanie komplexného rieSenia Ulohy. Ziaci prostrednictvom ne$tandardnych
Uloh objavuju nové suvislosti, vyuzivaju medzi predmetové vztahy a poznatky z inych oblasti.

Autori Sedivy — Vallo (2013) medzi ne$tandardné tGlohy zaraduju slovné a konstrukéné ulohy.
Do skupiny nestandardnych slovnych uloh patria problémové, projektové a aplikacné ulohy.
Ucebné slovné ulohy sa zaraduju medzi Standardné matematické ulohy, ktoré su vhodné
na precvi¢ovanie algoritmov, vztahov a pojmov, ktoré si Ziak vybavuje z pamati.

Nestandardné ulohy sa odlisuju od Standardnych uloh najma v tom, zZe:

e Neexistuje jasna alebo Ziadna predpisand metdda na ich vyrieSenie.

e Ulohy podporuju kritické myslenie Ziakov.

e Riesenia Ziakov sa moézu lisit, aj ked odpovede maju byt rovnakeé.

e Ulohy podporuju komunikéciu a spolupracu, €asto vedu aZz do matematickej diskusie
(Ministry of Education, 2011).

Vyznamnou suéastou nestandardnych dloh su ulohy aplikaéné. Sedivy (2008) definuje
aplikaénu dlohu ako dlohu, v ktorej sa prelinaju vedomosti z réznych tematickych celkov,
pripadne sa v nej buduju vztahy matematiky k ostatnym predmetom. Aplikacné Ulohy maju
interdisciplindrny charakter, nakolko sa zaoberaju aplikovanim matematiky v réznych, aj
nematematickych odboroch.

Pavlovicova — Rumanovd (2012) uvadzaju, ze zaradenie aplikacnych uloh do vyucovacieho
procesu prindsa mnohé pozitiva:

e Pri rieSeni konkrétneho problému Ziaci jasne vidia priamu aplikdciu naucenych
poznatkov a vztahov.

e Zachovéva sa spojitost nadobudnutych vedomosti s redlnym Zivotom, Ziaci sa taktiez
ucia mysliet v stvislostiach.

e Vedu Ziakov k lepSiemu zapamatavaniu si uciva.
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e Zvysuje sa aktivita Ziakov, podporuje sa ich tvorivost, interaktivita, spolupraca, ale
aj samostatnost.

e Pri rieseni uloh sa Ziaci naucia ziskavat informdacie potrebné k rieSeniu danej ulohy,
formulovat problémy, nazory a zavery rieseni.

Rozvoj vyssich kognitivnych schopnosti v ucebniciach matematiky podporuju nielen
aplika¢né, ale aj problémové ulohy a Ulohy na objavenie. V problémovych ulohach Ziaci
vyuzivaji  nadobudnuté poznatky kvyrieSeniu rdéznych  problémovych  situdcii
a prostrednictvom uloh na objavenie objavuju nové vedomosti a vztahy.

Analyza ucebnic matematiky pre 2. stupen zakladnych S8kol vtematickom okruhu
Geometria a meranie

Ucebnice neodmyslitelne patria ku Skolskej edukdcii a napriek vyraznému pokroku doby
maju stdle svoje nezastupitelné miesto. Podla mnohych odbornikov su u¢ebnice povazované
za najdolezitejSiu u¢ebnld pomocku Ziakov a pomocnu edukaénu oporu pre ucitelov pri ich
priprave a usmerfovani vyucovania. Slovenské Skolstvo preslo vroku 2008 vyznamnou
reformou, ucebnice vydané pred reformou sa stali neaktudlnymi a vystriedali ich nové
ucebnice vytvorené v stlade s reformovanym Statnym vzdelavacim programom (SVP).

Prepojenie edukacného procesu s redlnym Zivotom zohrava stale doleZitejsSiu Ulohu, a preto
je potrebné, aby ulohy v u¢ebniciach matematiky boli v znaénej miere zamerané na aplikaciu
nadobudnutych poznatkov. Z daného dévodu je vhodné poznat, ktoré typy matematickych
uloh prevladaju v u¢ebniciach matematiky vydanych pred reformou Skolstva a po reforme
Skolstva. Taktiez je zaujimavé porovnat pocet aplikacnych uUloh v danych ucebniciach.
V ¢lanku sme sa zamerali na analyzu ucéebnic matematiky uréenych pre druhy stupen
zakladnych $kél (ZS) a sustredili sme sa na kapitoly, ktoré stvisia s tematickym okruhom
Geometria a meranie. Autormi analyzovanych ucebnic matematiky vydanych pred reformou
gkolstva pre 5. - 9. roénik ZS su prof. Ondrej Sedivy, doc. Sofia Ceretkova, v spolupraci
s PhDr. Ludovit Balint a PaedDr. Maria Malperova. Ucebnice vydalo Slovenské pedagogické
nakladatelstvo, prvé vydania postupne wvysli vrokoch 1998 - 2002. Autormi ucebnic
matematiky vydanych po reforme $kolstva pre 5. - 8. roénik ZS (1. - 3. ro¢nik gymnazii
s osemroénym $tadiom) si RNDr. Pavol Cernek a PaedDr. Jan Zabka. Uéebnice vydalo
vydavatelstvo Orbis Pictus Istropolitana, prvé vydania postupne vysli v rokoch 2009 - 2012.
Autorkou uéebnic pre 9. ro¢nik ZS (4. roénik gymndzia s osemroénym $tidiom) je RNDr. Viera
Kolbaskd. Ucéebnice vydalo Slovenské pedagogické nakladatelstvo s prvym vydanim v roku
2012 (1. ¢ast) a v roku 2014 (lI. ¢ast).

V Tabulke 1 uvddzame tematické celky inovovaného SVP (2015) uréeného pre nizdie stredné
vzdelanie, ktoré sulvisia s tematickym okruhom Geometria a meranie. Jednotlivé tematické
celky sme vyhladali vanalyzovanych ucebniciach a nasledne sme matematické ulohy
z tematickych celkov rozdelili do skupin: vzorové priklady, ulohy a cvicenia, ulohy zadané
obrdzkom, ulohy na upevnenie uciva, slovné ulohy, aplikacné ulohy, konsStrukcné ulohy,
problémoveé ulohy a ulohy na objavenie.
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ROCNIK Z§

TEMATICKY CELOK

piaty

Geometria a meranie
Sumernost v rovine (osova a stredova)

Siesty

Obsah obdiZnika, $tvorca a pravouhlého trojuholnika
v desatinnych ¢islach, jednotky obsahu

Uhol a jeho velkost, operacie s uhlami

Trojuholnik, zhodnost trojuholnikov

siedmy

Kvader a kocka, ich povrch a objem v desatinnych
Cislach, premienanie jednotiek objemu

Osmy

Rovnobeznik, lichobeznik, obvod a obsah
rovnobeznika, lichobeznika a trojuholnika
Kruh, kruznica

Hranol

deviaty

Pytagorova veta
Ihlan, valec, gula, ich objem a povrch
Podobnost trojuholnikov

Tabulka 1: Tematické celky SVP stvisiace s tematickym okruhom Geometria a meranie

Kompardcia vyskytu nestandardnych uloh vo vybranych ucebniciach matematiky

Z vykonanych analyz vybranych kapitol zaoberajucich sa geometriou sme vytvorili vysledné
tabulky pre ucéebnice vydané po reforme skolstva v roku 2008 (Tabulka 2) a pre ucebnice
vydané pred reformou Skolstva (Tabulka 3). V danych tabulkdch sme numericky vyjadrili

sumar

jednotlivych typov matematickych uloh aich percentudlny podiel

vyskytu

v uéebniciach. Ulohy v tabulkdch sme zoradili zostupne, podla vyskytu jednotlivych uloh
v analyzovanych kapitoldch uéebnic. Ulohy z tematického celku Geometria a meranie sme
do vysledného poctu uloh nezahrnuli, nakolko ucebnice vydané pred reformou Skolstva
ucivo tematického celku neobsahuju.

Typ matematickej Pocet Pocet Typ matematickej Pocet Pocet
ulohy vyskytov | percent ulohy vyskytov | percent
Ulohy a cvi¢enia 262 23,1 Ulohy a cviéenia 195 23,1
Ulohy na objavenie 253 22,3 Vzorové priklady 145 17,2
Uloij zadané 139 12,2 UIoI'Imy zadané 136 16,1
obrazkom obrazkom
Vzorové priklady 123 10,8 Aplikacné ulohy 99 11,7
Konstrukéné ulohy 119 10,5 Konstrukéné ulohy 98 11,6
Ulohy na 94 23 l:JIohy na objavenie 57 6,7
upevnenie uciva ’ Ulohy na 47 56
Problémové ulohy 68 6,0 upevnenie uciva ’
Aplikacné ulohy 39 3,4 Slovné ulohy 45 5,3
Slovné ulohy 39 3,4 Problémové ulohy 23 2,7
spolu 1136 100 spolu 845 100

Tabulka 2: Vyslednd analyza kapitol z ucebnic
matematiky vydanych po reforme v roku 2008
zaoberajucich sa vybranymi tematickymi celkami.

Tabulka 3: Viyslednd analyza kapitol z ucebnic
matematiky vydanych pred reformou v roku 2008
zaoberajucich sa vybranymi tematickymi celkami.
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Formou kruhovych grafov sme vyjadrili percentudlny podiel jednotlivych typov uloh vo
vybranych kapitolach v ucebniciach vydanych po reforme skolstva (Graf 1) a pred reformou
Skolstva (Graf 2). Vyseky zafarbené rovnakou farbou oznacuju ten isty typ matematickej
ulohy.

Analyza uéebnic vydanych po Skolskej reforme

M Vzorove priklady

u Ulohy a cvicenia

i Ulohy zadané obrazkom
11 Ulohy na upevnenie uéiva
L1Slovné tlohy

i Aplikaéné ulohy

H Konstrukéné ulohy

4 Problémové tlohy

i Ulohy na objavenie
4%

Graf 1: Percentudlny podiel vyskytu jednotlivych typov tloh v analyzovanych kapitoldch ucebnic vydanych po reforme
Skolstva

Analyza ucebnic vydanych pred $kolskou reformou

M Vzorove priklady

E Ulohy a cvicenia

i Ulohy zadané obrazkom
11 Ulohy na upevnenie uéiva
L1 Slovné ulohy

i Aplika¢né Glohy

B Konstrukéné ulohy

1 Problémové ulohy

i Ulohy na objavenie

Graf 2: Percentudlny podiel vyskytu jednotlivych typov uloh v analyzovanych kapitoldch ucebnic vydanych pred reformou

Skolstva
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Zhrnutie vysledku analyzy ucebnic

Ucebnice matematiky vydané vramci reformy Skolstva disponuju vacsim poctom
matematickych Uloh zaoberajucich sa geometriou (o 291 uloh viac) ako ucebnice vydané
pred reformou. Napriek danému faktu aktualne pouzivané ucebnice obsahuju len velmi malé
mnozstvo aplikacnych uloh. Ich percentudlne zastUpenie sa znizilo o viac ako 8 % v porovnani
s u¢ebnicami vydanymi pred reformou. V Ulohach tematickych celkov ako napr. Obsah
obdi?nika, $tvorca a pravouhlého trojuholnika v desatinnych ¢&islach, jednotky obsahu ¢i
Pytagorova veta, je nevyhnutné poukazat na aplikdciu nadobudnutych poznatkov.
K vyraznému zniZeniu poctu aplikacnych uloh priSlo v Styroch zjedenastich tematickych
celkov zaoberajucich sa geometriou. Dané tematické celky s poctom aplikacnych uloh
uvadzame v Tabulke 4. Pokles poctu aplika¢nych uloh v oblasti aplikacie je velmi nepriaznivy
pre ucitelov ako i pre Ziakov. Ulitelia musia poskytnut Ulohy Ziakom, nakolko aplika¢né ulohy
uvadzaju rozne vyuZitie matematiky v praktickom Zivote, vzbudzuju zaujem o matematiku
a rozsSiruju vsSeobecny prehlad. Ucitelia matematiky, ktori pouZivaju aktudlne schvdlené
ucebnice a chcu so svojimi Ziakmi riesit aplikacné ulohy, ich musia doplnit aj z inych zdrojov,
ako napr. z u€ebnic matematiky vydanych pred reformou skolstva, zbierok uloh, pracovnych
zositov alebo si ich vytvorit sami podla zaujmu Ziakov.

POCET APLIKACNYCH ULOH V UCEBNICIACH
TEMATICKY CELOK VYDANYCH
po reforme Skolstva | pred reformou Skolstva

Obsah obdlznika, $tvorca a pravouhlého

trojuholnika v desatinnych  ¢islach, 5 16
jednotky obsahu

Kvader a kocka, ich povrch a objem

v desatinnych ¢&islach, premienanie 3 26
jednotiek objemu

Rovnobeznik, lichobeznik, obvod

a obsah rovnobeZnika, lichobeznika 0 11

a trojuholnika

Pytagorova veta 4 11

Tabulka 4: Tematické celky z geometrie, v ktorych pozorujeme vyrazné zniZenie poctu aplikacnych uloh

Po scitani vSetkych nestandardnych uloh (aplikaéné, konstrukéné a problémové ulohy)
v analyzovanych ¢astiach uéebnic pozorujeme, Ze ich pocet je v ucebniciach vydanych pred aj
po reforme Skolstva priblizne rovnaky. Konkrétne ucebnice vydané po reforme skolstva
obsahuju 226 (20 % zcelkového poctu matematickych uloh) a ucebnice vydané
pred reformou 220 (26 % z celkového poctu matematickych uloh) neStandardnych uloh.
Napriek tomu, Ze v uéebniciach vydanych na zaklade reformy Skolstva pocet nestandardnych
uloh mierne vzrastol, pozorujeme zniZenie ich percentudlneho vyskytu v porovnani
s u¢ebnicami vydanymi pred reformou Skolstva. V aktudlnych uéebniciach sme ocakavali
vyraznejsie zvySenie poctu nestandardnych uloh, ktoré podporuju flexibilné myslenie, rychle
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a efektivne rieSenie problémovych situacii. Prave tieto schopnosti ziskané na hodinach
matematiky moZu Ziaci vyuZit v dneSnom technologickom, komplexnom a naro¢nom svete.

Pozitivom ucebnic vydanych po reforme v roku 2008 je, Ze sa vo vacSej miere zameriavaju
na vyssiu Uroven myslienkovych operacii, analyzu aZ tvorivost. Danu Urover podporuju ulohy
na objavenie aproblémové ulohy. Ziaci si vytvaraji nové geometrické poznatky
badanim, skimanim, rieSenim réznych problémov v nadvaznosti na uz osvojené vedomosti.
V ucebniciach sa prejavuje konstruktivisticky pristup ku geometrii. Poznatky Ziakov maju
trvalejsi charakter, nie su napriklad viazané na konkrétne premenné vyskytujlice sa
vo vzorcoch. V Tabulke 5 uvadzame kapitoly, v ktorych vyraznejSie vzrastol pocet
problémovych uloh.

POCET PROBEMOVYCH ULOH V UCEBNICIACH

TEMATICKY CELOK VYDANYCH
po reforme skolstva | pred reformou skolstva

Trojuholnik, zhodnost trojuholnikov 12 1

Kvader a kocka, ich povrch a objem

v desatinnych Cislach, premienanie 14 4
jednotiek objemu

Rovnobeiznik, lichobeznik, obvod

a obsah rovnobeinika, lichobeznika 10 1

a trojuholnika

Tabulka 5: Tematické celky z geometrie, v ktorych pozorujeme vyrazné zvysenie poctu problémovych uloh

V celkovom pocte konstrukénych uloh, ako sucéasti neStandardnych uloh, nenastalo vyrazné
zniZenie ani zvySenie. Autori aktudlne pouzivanych ucebnic zaradili ovela viac konstrukénych
uloh do tematického celku zaoberajuceho sa rovnobeznikmi, lichobeZznikmi a trojuholnikmi.
Opacny efekt pozorujeme v tematickom celku Kruh, kruznica.

V nami analyzovanych dvoch suboroch ucebnic je v oblasti geometrie kladeny d6raz najma
na Uroven Ziackeho porozumenia, pricom medzi matematické ulohy rozvijajuce porozumenie
Ziakov sme zaradili ulohy a cvicenia, ulohy zadané obrazkom a vzorové priklady. Ucebnice
vydané pred reformou Skolstva obsahuju z celkového poctu matematickych tloh zameranych
na geometriu 56 % uloh, ktoré podporuju porozumenie Ziakov a ucebnice vydané na zaklade
reformy Skolstva obsahuju 46 % danych uloh.

.....

a prepojenie matematiky s praxou. Ucéebnice zahffiaju vela vzorovych prikladov, ktoré su
vhodnou poméckou k Ziackemu osvojeniu rdznych stratégii rieSenia Uloh. Ziaci by mali
disponovat réznymi osvojenymi stratégiami rieSenia matematickych uloh a vzorové priklady
v u€ebniciach vydanych pred reformou S$kolstva su jednou z vhodnych moZnosti ich
osvojenia.
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Zaver

Ziaci sa vo svojom Zivote stretdvaji s mnohymi situdciami, ktoré je potrebné ¢o
najefektivnejSim spdsobom vyrieSit. Pri ich rieSeni im moZu pomoct matematické
kompetencie ziskané pocas ich studia. Je ulohou uditelov, aby ich Ziaci ziskavali neformalne
poznatky a vyhybali sa formalizmu vo vyuéovani. Ziaci dokazu ziskané neformalne vedomosti
vyuzit nielen pri rdéznych testovaniach ale aj v praxi. Zdaného dévodu je vhodné a aj
nevyhnutné, aby sa v ¢o najvacSej moznej miere neStandardné ulohy zavadzali do uciva
zakladnych $kol.

Aktudlne pouzivané ucebnice obsahuju 20 % nesStandardnych uloh. V ucebniciach sa zvysilo
percentualne zastupenie problémovych uloh, pri konstrukénych udlohach pozorujeme ich
mierne zniZenie. Aplikacné geometrické ulohy nezastavaju v ucebniciach vyznamné miesto,
nakolko tvoria iba 3,4 % z celkového poctu uloh. Je pozoruhodné, ked Ziaci v aktudlne
pouzivanych ucebniciach objavia r6zne vyuzivané vzorce, Pytagorovu vetu, ale doélezité je aj
nasledné vyuzZitie objavenych poznatkov v praxi.

Velmi délezitou ulohou ucitelov je, aby sa na hodindch matematiky venovali problematike
neStandardnych uloh. Zavadzanie nestandardnych uloh by malo prebiehat v ¢o najnizsom
rocniku, aby sa Ziaci naucili s nimi pracovat a vybudovali si svoj vlastny Styl pristupovania
k ulohdm. Je doleZité, aby si Ziaci osvojili zakladné kroky rieSenia jednotlivych typov
neStandardnych Uloh a mali bohaté skusenosti s ich rieSenim.
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Abstract

In this paper we deal with some methodological teaching problems that are occurring in teaching to geometric
construction tasks in the plane. The analysis of the problem is related to special classification of the tasks.

Keywords: didactics of mathematics, geometry, construction task

Classification: G10, R20

Uvod

Rozne didaktické a iné odborné pochybenia vo vyuébe geometrickych konstrukénych uloh su
vo vyucovani bezné. SU spdsobené viacerymi faktormi, najéastejSie ,prepisovanim”
z u€ebnych materialov, Siroko dostupnych v elektronickej podobe. Tieto elektronické verzie
ucebnych textov neraz nepodliehaju revizii a stavaju sa matucou pritazou pre Ziakov i ucitelov.
Cielom tohto prispevku je poukazat na jednu konkrétnu klasifikdciu geometrickych
konstrukénych uloh, ktora sa objavuje v praxi a spésobuje terminologicko-didakticky zmatok
v mysli Ziakov i ucitelov.

Kratka genéza konstrukénych geometrickych tloh v Skolskej praxi

Konstrukéné geometrické ulohy vidy boli a si dbleZitou sucastou vyucby geometrie na nasich
Skolach.

Rozvijaju logické myslenie a analyticky pristup k rieSeniu problémov, vedu Ziaka k pochopeniu
zlozZitosti problémovych udloh v matematike avkoneénom dosledku su istym ,kultdrno-
ucebnym dediéstvom” nadvazujicim na ¢esku geometrickld a deskriptivnu skolu. [1, 2]

V 60-tych rokoch minulého storocia sa objavuje modernizacny prud zaloZzeny na mnozinovej
matematike. Ten prinasa viaceré zmeny, medzi nimi aj snahu o eliminaciu konstrukénych uloh.
Napr. v [3] sa uvadza:

»V posledni dobé — v etapé modernizace obsahu a metod skolské
matematiky — jsou konstruktivni tlohy resené , “ryze geometricky”“ ze
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skoly stdle vic a vic vytlacovdny. Je to jednak proto, Ze jejich vyznam
pro moderni matematické vzdéldani stdle klesd, jednak proto, Ze ve
Skole musime ddt prednost jinym, modernéjsim partiim matematiky,
které jsou pro dnesni spolecnost duleZitéjsi, a na konstrukcni ulohy
prosté nezbyvd cas. ,,

Ndavrat ku geometrii nastdva v 80-tych rokoch, kedy mnoZinovd symbolika a formalizmus
prenikaju aj do vyucovania geometrie. Sucasne sa objavuje snaha o axiomatizaciu a
presadenie roznych Strukturovanych rozdeleni, ktoré sa odrazili na prislusnych metodikach
vyucby. Ktakym patrila aj klasifikacia planimetrickych konstrukénych uloh, rozdelovanych na
tzv. polohové a nepolohové Ulohy. Pozrime sa na problematiku dékladnejsie.

Polohové a nepolohové geometrické konstrukcné tlohy
V publikacii [3] sa na str. 157 piSe o roztriedeni konstrukénych uloh nasledovne:

»Jsou konstrukcni ulohy, kde je danymi podminkami uréena ... i poloha
hledanych utvard ... . Tyto ulohy budeme nazyvat polohové. Druhou
skupinu tvofi ulohy, v nichZ neni ddna poloha Zddného bodu (nebo
jiného utvaru); proto jimi také neni urend poloha hledaného objektu.
Tyto ulohy budeme nazyvat nepolohové. “

Podla autora prikladom tzv. polohovej ulohy je:

Uloha 1. Je dand priamka p a bod A leZiaci mimo nej. Bodom A zostrojte kolmicu k priamke p.
Naproti tomu, prikladom tzv. nepolohovej Ulohy je tloha 2.

Uloha 2. Zostrojte trojuholnik ABC, ak st dané dizky taznic to tca dizka vysky Vp.

Dalej autor zdérazfiuje, e v procese riedenia nepolohovej Ulohy je potrebné vykonat tzv.
lokalizdciu. Prakticky to znamena umiestnit niektory z danych prvkov, ¢im sa nepolohova uloha
prevedie na polohovd.

Samotna lokalizacia mozZe nasledne vyrazne ovplyvnit riesenie ulohy. Autor v [3, str. 158-159]
uvadza dve rieSenia ulohy 2.

V prvom zacina lokalizdciou najprv taznice t, = AS, , kde S, je stred BC.V tomto rieseni je
hladany 1 neznamy bod — vrchol trojuholnika.

V druhom rieSeni umiestnuje do roviny zase vysku v, a vysledok - rieSenie je v porovnanim
s prvym zlozitejSie (vyuzivaju sa dalSie pomocné nezndme body).

Z toho sa vyvodzuje, Ze r6zna lokalizacia tej istej nepolohovej Glohy mézZe viest k hladaniu
rieSenia Ulohy s réznym poctom nezndmych bodov. Prirodzene teda autor prichadza k zaveru,
ktory uvadza vo forme odporucania - konstrukéné ulohy v rovine treba roztriedit podla poctu
neznamych bodov.

Takato Strukturalizécia sa v didaktike matematiky (neskoér aj v tedrii vyucovania matematiky)
skutoéne ujala a podstatne rozvinula. Napriklad v publikaciach [4, 5] sa odporuca, aby ulohy
s jednym nezndmym bodom boli spravidla rieSené metddou mnozin bodov danej vlastnosti,
kym pri viacerych nezndamych bodoch je uprednostiiovana metdda zobrazeni.

Je zaujimavé, Ze ,pracovné” roztriedenie na tzv. polohové a nepolohové ulohy, ktoré mohlo
,upadnut do zabudnutia“, sa dostalo do povedomia ucitelov matematiky a dalej sa nekriticky
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premietlo do metodickych priruciek a réznych ucebnych materidlov, v dnesnej dobe zvacsa
elektronickych, napr. [6,7, 8,9, 10, 11] . *

To sa samozrejme vo vyucovani konstrukénych uloh prejavilo v r6znych désledkoch.

o”

Napriklad, v [6] sa uvadza, Ze ,,zadanie polohovej ulohy vicsinou zacina slovami ,Je dand... .
Tdto veta znamend, Ze konstrukciu musime zacat prvkom, ktory je dany v tvodnej vete. “

Kym pri nepolohovej ulohe slovné spojenie ,Je dand...” absentuje a zo ,,zadanych prvkov si
mézeme vybrat ktorykolvek a zacat konstrukciu od neho. “

V uvedenom zdroji je ukdzkou tzv. polohovej ulohy napr. tloha 3.

Uloha 3. Je dand usecka AB, |AB| = 6 cm. Zostrojte vietky trojuholniky ABC so stranou AB,
pre ktoré plativ, = 4 cm, t, = 6 cm.

A zase ukazkou tzv. nepolohovej ulohy je:
Uloha 4. Zostrojte trojuholnik ABC, pre ktory platia = 6 cm, b = 5 cm, f = 50°.

Z uvedeného jasne vyplyva, Ze ide oumelé rozdelenie, znaéne poznacené formalnym
vzdeldvanim. Ved' len uvazme:

a) zadanie ulohy 3 vieme preformulovat bez pouZitie slovnhého spojenia ,je dané...” -
LZostrojte trojuholnik ABC tak, aby |AB| = 6 cm,v, =4 cm, t, = 6 cm.”

b) Ako je/méZie byt lokalizovana dana usecka AB vrovine? lJe zrejmé, Ze presne
lokalizovat krajné body usecky moZno umiestnenim do suradnicovej sustavy, ak su
dané suradnice tychto bodov. A ani vtedy nie je situdcia jednoznaéna, pretoze volba
polohy sdradnicovych osi v rovine moze byt ,,rozna”.

c) Je ziak schopny rozliSovat medzi polohovymi a nepolohovymi Glohami? Zamysli sa
vobec nad tym, ¢i ma zmysel Usecku AB narysovat ,vodorovne” alebo ,zvislo” ? Ma
odhad, ¢i sa konstrukcia ,,zmesti“ na papier?

Diskusia k Ulohe je taktie? déleZitou fazou rieSenia konstrukénej ulohy. Ziak/ugitel musi
rozhodnut o celkovom pocte rieseni. Triedenie polohové vs. nepolohové ulohy sa negativne
prenieslo aj na tento krok rieSenia konstrukcénej ulohy.

Mnohi autori sa nezhodnu v nazore, ako uvaZzovat o celkovom pocte rieSeni konstrukénej
ulohy. UvaZuju sa rieSenia v rovine alebo len v jednej polrovine? Zhodné vysledky /utvary su
povazované za jedno rieSenie? Ak dno, uvaZuje sa existencia len priamej zhodnosti medzi
vyslednymi atvarmi?
V stucasnej dobe su popularne rozne internetové féra - napovedné zdroje informacii. Na webe
[12] sa uvadza, Ze ,poctom rieseni konstrukcnej ulohy sa rozumie pocet vsetkych jej r6znych
rieseni a to:

a) pri polohovej ulohe sa za rézne riesenia povaZuju kazdé dva vysledné utvary, ktoré nie

su totoZné a vyhovuju zadaniu,

* Citované zdroje su vybrané ilustraéne. Beiné internetové vyhladavaée ich ponukaju prioritne na prvych
miestach. Ich obsah povazujeme za negativny doésledok metodickych usmerneni z minulosti a Ziadnym sp6sobom
neznevazujeme ich autorov, ktori svedomito vypracovali u¢ebné texty v dobrej viere a podla ich najlepSieho
vedomia.
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b) prinepolohovej tlohe su rézne riesenia také utvary, ktoré nie su zhodné. “

Vyndra sa viacero otazok.

a) Co sa mysli pod pojmom ,totoiné“ ? Dva body, resp. priamky, su totoiné, ak maju
rovnaku polohu.

b) Aku ulohu to teda rieSime? Ukdazali sme na ulohach, Ze preformulovanim zadania alebo

lokalizaciou lahko prevedieme nepolohovu tlohu na polohovu. Pre¢o ma byt vysledny
pocet rieSeni zavisly od nejednoznaénej Strukturalizacie?

Konstrukéné riesenie ulohy 3, ku ktorému dospeje Ziak na zaklade postupu konstrukcie je na
obr. 1. Ak by vnimal ulohu ako polohovu, ziskal by 4 rieSenia. V pripade pozmenenej

formuldcie by existovalo iba jedno rieSenie, pretoZe naznacené osi sumernosti pévodny pocet
zredukuju.
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Obr. 1

Zaver

V ¢lanku sme uviedli niekolko argumentov, ktoré poukazuji na neopodstatnenost
,klasifikacie” geometrickych konstrukénych dloh na tzv. polohové a nepolohové ulohy. Dnes

uz tazko zistit, ¢i nami uvedeny najstarsi literarny zdroj [3] stal na pociatku, alebo vychadzal
z iného pramena.

V kazdom pripade vnimame uvedenu klasifikaciu ako zmatocnu. Pripominame, Ze v [3] iSlo len
0 pomocnu Uvahu. Zial, triedenie sa omylom dostalo do cesko-slovenskych metodickych

priruciek a ucebnic vdaka postupnému a neuvazenému prepisu odbornej literatury, pricom je
sustavne systematicky rozvijané.

Poznamenavame, Ze snaha poukazat na nevhodnost uvedeného triedenia konstrukénych
uloh, nie je ojedinela. Z viacerych vyberame napr. [1], kde sa pise:
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,Pbvodcom tejto klasifikdcie je zaiste horlivec s vyvinutym zmyslom pre
ludovu tvorivost, lebo vzdelany ucitel ovliddajuci synteticki geometriu
v rozsahu strednej skoly by neomylne vedel, Ze suhrnny ndzov polohové
ulohy sa pouzZiva pre ulohy operujuce s vlastnostami geometrickych
objektov  zaloZzenych na axiomach incidencie,  usporiadania
a rovnobeznosti ako opozitum ksuhrnnému ndzvu metrické ulohy,
v ktorych ... primdrnu déleZitost maju vilastnosti, zaloZzené na axiomach
zhodnosti a spojitosti.”

Verime, Ze ucitelska verejnost kriticky posudi opodstatnenost klasifikacie na polohové vs.
nepolohové ulohy a toto triedenie sa postupne z vyucovania vytrati.
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