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O metode zavedenia pomocného prvku

The Method of Implementation of Auxiliary Element

Peter Vrabel @

Department of Mathematics, Faculty of Natural Sciences, Constantine the Philosopher University in Nitra, Tr. A.
Hlinku 1, SK-949 74 Nitra,
Received 21 September 2016; received in revised form 7 October 2016; accepted 10 October 2016

Abstract

The mathematical technique implementation of auxiliary element is the frequently used method on problems
solving and on an executing of various mathematical proofs. It is useful to establish besides given magnitudes
suitable helpful mathematical objects. We can achieve to resolution of a problem by these objects. The
applications of this technique are analysed in various mathematical branches in the submitted contribution.
The effectiveness of the method in question is illustrated via solutions of several miscellaneous mathematical
problems.

Keywords: mathematical technique, implementation of auxiliary element, mathematical problem

Classification: 00A35; 97C50; 97D50

Uvod

Skuseny riesitel matematickych problémov pracuje obycajne v niekolkych r6znych Urovniach,
ktoré su uréené pouZitim matematickych metdd sréznou Sirkou aplikacie. Takto
matematické metdédy mozeme rozdelit podla ich vseobecnosti, podla Sirky zaberu ich
pouzitia. Tie najvSeobecnejSie sa zvyknu nazyvat matematické stratégie, tie
$pecializovanejsie matematické techniky (Zeitz [7] 1999; Kopka [1] 2004; Vrabel [4] 2005).
V priebehu riesenia ulohy obycajne treba uvaZovat aj sustredené postupy a triky pouzitelné
iba v Specifickych situaciach, ktoré sa ¢asto nazyvaju matematické ndstroje. K matematickym
technikdm patri metdda zavedenia pomocného prvku, ktorej pouzitie budeme vtomto
¢lanku analyzovat.

Metdda zavedenia pomocného prvku

Pri rieSeni uloh je Casto uZitocné okrem danych veli¢in zaviest pomocné matematické
objekty, prostrednictvom ktorych potom dospejeme k vyrieSeniu tychto problémov. Istym
sposobom stouto technikou suvisia matematické techniky extremdliny princip a zaved'
funkciu (Vrabel [5], [6] 2011). V tej najjednoduch3ej podobe pomocného prvku mozno
hovorit pri matematickom nastroji zjednodusenie a substitucia, ktory je dobre znamy
predovsetkym pri rieSeni réznych typov rovnic a nerovnic, ¢i zo zakladov matematickej
analyzy. Typické priklady pre pouzivanie pomocnych prvkov poskytuje geometria. Napriklad
jeden z viacerych zndmych dokazov Pytagorovej vety vyuziva pomocny matematicky objekt
$tvorec s dizkou strany a + b, kde a, b oznacuju velkosti odvesien pravouhlého trojuholnika.

*Corresponding author; email: pvrabel@ukf.sk
DOI: 10.17846/AMN.2016.2.2.1-6


mailto:pvrabel@ukf.sk

2 Acta Mathematica Nitriensia, Vol. 2, No. 2, p. 1-6

Stvorec M so stranou a + b ,rozreieme” dvomi spdsobmi. V prvom pripade v naprotivnych
rohoch Stvorca umiestnime Stvorce so stranami a resp. b. Takto sa Stvorec M rozpadd na dva
$tvorce so stranami a resp. b a dva obdlZniky so stranami a, b ($tyri pravouhlé trojuholniky
s odvesnami a, b). V druhom pripade rozdelime kazdu stranu $tvorca M na Usecky dizky a, b
tak, Ze pri pohybe po stranach $tvorca sa dizky a, b striedaju (obr. 1). Takto sa $tvorec M
rozpada na Styri pravouhlé trojuholniky s odvesnami a, b a Stvorec so stranou c.

a b

Obrazok 1

Aplikacie techniky zavedenie pomocného prvku pri rieSeni problémovych tloh

55..53 66...64
55..57’ 66...69
Cislice 5, 6 nachadzaju n -krat, n € N).

Problém 1. Ktoré z Cisel je vacsie (vo vietkych uvedenych zdpisoch Ccisel sa

Riesenie. Poloime a = 11...1 . Potom porovnavané Cisla su tvaru 5a—2' 0472 yedie a > 2,
—— 5a+2" 6a+3
(n+1)—krat
tak plati:
(5a —2)(6a + 3) =30a?+3a—6 > 30a% + 2a — 4 = (6a — 2)(5a + 2).
Takto teda Cislo 5553 je vacsie ako Cislo 8664
55...57 66...69

Problém 2. (Newtonova uloha). Trava na celej luke rastie rovnako ¢o do vysky i hustoty.
Vieme, Ze 60 krav by spaslo vsetku travu za 24 dni a 30 krav za 60 dni. Kolko krav by spaslo
vSetku travu za 100 dni?

Riesenie. Zavedieme pomocny prvok — porciou nazveme také mnozstvo travy, ktoré spasie
krava za jeden den. Predpokladdame pritom, Ze vSetky kravy spasu za den priblizne rovnaku
porciu. Potom na konci 24-ho dna 60 krav spaslo 1440 = 60 - 24 porcii travy a na konci 60-
ho dria 30 krav spaslo 1800 = 30 - 60 porcii travy. To znamena, Ze za 36 dni dorastlo na luke
360 = 1800 — 1440 porcii travy, teda 10 porcii za jeden den. Odtial vyplyva, Ze na zaciatku
spasania bolo na luke 1200 = 1440 — 24 - 10 porcii travy. Preto na konci stého dna treba
spast 2200 = 1200 + 100 - 10 porcii travy. Takto hladany pocet krav sa rovna 22 =
2200 :100.

Problém 3. Zjednoduste sucin

S=1+a)(1+a®>)(1+a*)--(1+a*),neN.
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Riesenie. Zavedme pomocny prvok 1 — a. Prvok 1 — a nazveme aj katalyzdtorom. Plati totiz:
A-a(+a)(1+a®)(1+a?) - (1+ azn)
=(1-a)(A+a>)(A+a*) - (1+a")
=(1-a*(1+a?)--(1+a¥)==1-a
Teda

on+1

S = la prea # 1.

—-a

Aka =1, tak S = 2".

Problém 4. Zistite, i existuje takd funkcia f: N — N, aby pre kazdé prirodzené ¢islo n > 1
platila rovnost

f@=f(fn=D)+f(f(n+1D)

RieSenie. DokdZzeme nepriamo, Ze taka funkcia f neexistuje. Nech by takd funkcia existovala.
Kazda neprazdna podmnozina mnoziny N ma najmensi prvok. Vezmime za pomocny objekt
najmensi prvok mnoziny {f(n);n > 1}, ktory sa rovna prvku f(m) pre nejaké m > 1.
Zrejme f(n) = 2 pre kazdé n > 1. Potom pre prirodzené Cislo m by muselo platit

fm)=f(fn—D)+f(fm+ 1) =1+ f(m),
¢o je spor.
Problém 5. Dokdzte, Ze ak Ciselny rad Y- |a,| konverguje, tak aj rad )5, a,, konverguje.

Riesenie. Ako pomocny matematicky objekt uvazujme tzv. kladnu (a*) a zéporni (a™) cast
redlneho Cisla a, ktoru definujme takto:

aka>0,taka* =a,a  =0;aka <0, takat=0,a” = —a.
Lahko nahliadneme, Ze pre kazdé realne Cislo a plati:
0<a*<|al,0<a <|al,a=at—-a".

Nech Y-, a, je lubovolny rad, pre ktory plati, Zze rad ).,_;|a,| konverguje. Pre kazdé
prirodzené Cislo n plati

0<a} <layl,0<ay <layl, a, =ai —a;.

Z porovnavacieho kritéria vyplyva, Ze rady Yo, a;t, Yo, a; konverguju. Potom konverguje
aj rad Y.n—; a,, pretoZe je rozdielom dvoch konvergentnych radov.

Pozndmka. Tvrdenie v probléme 5 sa obycajne dokazuje pomocou Cauchy-Bolzanovho
kritéria konvergencie radu.

Casto je hfadanym pomocnym objektom vhodnd funkcia.
Problém 6. Najdite prvociselny rozklad ¢isla A =989 - 1001 - 1007 + 320.

Riesenie. Cisla 989,1001,1007 su sice zloZené, ale st nesudelitelné s &islom 320, pretoie
320 = 2°-5 aZiadne z uvedenych troch é&isel nie je delitelné dvomi ani piatimi. Takto
v skimanom sucte A nemoino elementarne vybrat nejaké Cinitele. MbéZzeme vsak
experimentalne uvaZovat, Ze Cislo A dostaneme ako hodnotu vhodnej funkcie tvaru

fG)=&—-a)x—-b)(x—c)
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v nejakom celom disle, pricom aj a,b,c su nejaké celé Cisla. VSimnime si, Ze pre takuto
funkciu f plati:

fO)+f(—x)=x—-a)x—b)(x—c)—(x+a)(x+Db)(x+ )
=x3—(a+b+c)x*>+ (ab + ac + bc)x —abc —x3 — (a+ b + c)x? — (ab + ac + bc)x
—abc = =2(a+ b + ¢)x? — 2abc = =2(a + b + c)x? + 2f(0).
Ak a, b, c zvolime tak, aby a + b + ¢ = 0, dostaneme rovnost
f(x) =2f(0) = —f(—x).
Potrebujeme zistit, ¢i za uvedeného predpokladu existuje celé Cislo d tak, aby
f(d) =989-1001-1007 a —2f(0) = 320.
RieSme preto sustavu rovnic:
x—a=989, x—b=1001, x —c=1007, a+b +c =0.
S¢itanim prvych troch rovnic dostaneme 3x — (a+ b + ¢) = 3x = 2997, teda x = 999.
Odtial' vyplyva,zea = 10, b = —2,c = —8. Teda
f(x)= (x—10)(x + 2)(x + 8)
anavySe —2f(0) = =2 (—10) - 2 - 8 = 320. Takto plati:
£(999) — 2f(0) =989-1001-1007 + 320 = —f(—999) = 1009 - 997 - 991.
Lahko nahliadneme, Ze ¢isla 991, 997, 1009 su prvocisla, pretoze Ziadne z prvocisel

2,3,5,7,11,13,17, 19, 23, 29, 31

(\/ 1009 < 33 ) nedeli Ziadne z tychto Cisel. Takto prvociselny rozklad ¢isla A sa rovna sucinu
991 -997 - 1009.

Problém 7. Nech konec¢nd mnoZina A ma n prvkov. Dokdzte, Ze mnozina P(A) vietkych
podmnozin mnoziny A ma 2™ prvkov.

Riesenie. Nech A = {a4,a,, ...,a,}. Ako pomocné objekty uvazujme n-¢lenné postupnosti
{x1}i=1, pricom x, €{0,1} pre kaidé k €{1,2,..,n}. MnozZinu vsetkych takychto
postupnosti oznatme symbolom B. Mnozina B ma zrejme 2" prvkov, ¢o vyplyva

7 e v

mdame dve moZnosti. Staci teraz uz len dokazat, Ze mnoziny B a P(A) maju rovnaky pocet
prvkov. Dokdzeme, Ze zobrazenie

fiB = P(A), x ={xp}i=1 » Axr = {ax € 4;x, = 1}
je bijekcia.
Ak x = {x;}5=1, Y = {Vi}r=1 sU dve rbézne postupnosti z mnoZiny B, tak existuje kg, €
{1,2,...,n} tak, Ze x; # yy,. Potom a, patri prave do jednej z mnozin Ay, A,, teda f(x) #
f(y) af je injekcia. Nech X € P(A). Ozna¢me pravdivostnd hodnotu vyroku a;, € X

symbolom x,, k =1,2,...,n. Potom {x;}i-; € B azrejme f({x;}i=1) =X, teda f je aj
surjekcia.

Pozndmka. Ulohu v probléme 6 moZno riesit pravda aj inak. Jeden spdsob vyuZiva
matematickd indukciu. Druhy spOsob spociva vrozklade mnoZiny P(A) na systémy
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podmnozin mnoziny A s pevnym poctom prvkov a vyuziti kombinatorickej rovnosti (g) +
n ny __

)+ + () =2"

Problém 8. Vnutri trojuholnika ABC zvolme bod M. Oznacme vzdialenost bodu M od

vrcholov 4, B, C po rade m,, my, m. avzdialenost bodu M od stran BC,CA, AB po rade
dg dp, d.. Dokdite, ze

am, = bdy + cd..

Riesenie. Vedme bodmi B a C kolmice BK a CL na priamku AM, K(L) lezi na priamke AM.
Oznaéme |CL| = a4, |BK| = a, (obr. 2) a priese¢nik priamky AM so stranou BC ako bod D.

Obrdzok 2

Z pravouhlych trojuholnikov DCL, DBK vyplyva, Ze
a, +a, <|BD|+ |DC| = a.
Pomocnymi (,,prechodovymi“) prvkami budd obsahy trojuholnikov AMC, ABM. Plati totiz:

1 1 1 1 1
Ebdb + ECdC = PAAMC + PAABM = Ealma +Ea2ma < Eama.

Zaver

Matematickd techniku zavedenie pomocného prvku mozino pouZit v kazdej matematicke;j
discipline, ¢i uZz pri rieSeni problémovych uloh alebo v dokazoch rb6znych tvrdeni. Na
objavenie vhodného pomocného objektu, ktory je kltc¢om k riesSeniu daného problému, vsak
neexistuje vSeobecny navod alebo priama cesta. Okrem znalosti zakladov riesenej
problematiky je potrebna invencia a schopnost kreativneho myslenia.
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Abstract

In this article we deal with some consequences of the reform of mathematical education (2008) in the Slovak
Republic. We argue that the answers to some of the myths associated with education in mathematics can be also
found in the history and historical documents, such as the two most famous legends of Euclid of Alexandria.
Many educational experiments are modeled on the "treatment A versus treatment B" model used in agricultural
or medical research. It is undoubtedly interesting that quite a precise description of this method can be found
even in the Old Testament, which is probably the oldest known written description of this method

Keywords: reform of mathematical education, history of mathematics Euclid of Alexandria, Old Testament

Classification: A30, B20, D30, E10

Uvod

V ¢lanku chceme upozornit na niektoré paradoxy, resp. myty, ktoré su v svislosti s reformou
Skolstva a vzdelavania v Slovenskej republike z roku 2008 rozSirené nielen v laickej verejnosti
(vratane ziakov nasich $kél), ale bohuzial aj vo verejnosti odbornej. Samozrejme nechceme sa
vyjadrit k celej reforme vzdeldvania, ale iba jej parcialnej ¢asti, k matematickému vzdelavaniu.

K zhodnoteniu situdcie okolo reformy matematického vzdeldvania ndam mozno pomoze fahké
obzretie sa do histdrie, pretoze stdle je v platnosti citat (pre niekoho prili§ vzneseny ¢i
otrepany):

»Historia je svedectvom casu, svetlom pravdy, Zivou pamdtou, ucitelka Zivota a poslom
minulosti. “t

Autorom tohto citdtu je zndmy rimsky filozof a politik Marcus Tullius Cicero (106 — 43 pred
Kr.). Ktomu, aby sme hned na lUvod naznadili smer nasich konstatovani a argumentov,
pombzieme si dalSim mudrym citatom od toho istého autora:

LJe ludské mylit sa, ale bléznovstvom je v omyle zotrvavat.”

“Corresponding author; email: jfulier@ukf.sk
" Historia est testis temporum, lux veritas, vita memoriae, magistra vitae, nuntia velustatis.

DOI: 10.17846/AMN.2016.2.2.7-18
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1 Reforma matematického vzdelavania v SR a niekol'ko s nou spojenych paradoxov

V poslednych dvadsiatych ¢i dokonca az tridsiatych rokoch bola s nemalou davkou naliehavosti
diskutovand potreba zmeny ndsho skolstva, o nevyhnutnosti jeho humanizacie, humanizacie
vzdelavania Ziakov nasich zakladnych a strednych $kél, so zaujimavym a v podstate vyhradnym
akcentom na oblast prirodovednych, technickych a aplikovanych odbornych predmetov,
vratane matematiky. Na prelome tisicrocia nasli tieto snahy v Slovenskej republike (vzhladom
na spoloént histériu to bolo podobné i v Ceskej republike) vyjadrenie v obsahovo zaujimavych
Skolskych dokumentoch.* V tomto obdobi bol povaZovany za jeden z hlavnych cielov
pripravovanej reformy Skolstva v SR premena tradi¢nej vychovy a vzdelavania na tvorivo -
humdnnu vychovu a vzdeldvanie. Samotny princip humanizacie vychovy a vzdeldvania bol
chapany ako orientacia na osobnost vzdelavajuceho sa ako ludskej individuality s pravom na
vlastné rozhodovanie, vlastny rozvoj vzmysle principov humanizmu. Iste nikoho
neprekvapovalo, Ze sa nenasiel temer nikto z odbornej verejnosti, kto by s humanizaciou
vzdeldvania nesuhlasil. Problémy sa zacali prejavovat v konkrétnom prepojeni onych
vzneSenych a vSeobecne prijimanych principov s realitou kazdodenného Zivota, v ktorom malo
dochddzat k ich naplneniu. Prvé varovné signdly sa zacali objavovat, ked pod ruskom
humanizdcie vzdeldvania sa zacali objavovat vedomé ¢i podvedomé snahy o obmedzenie aZ
likviddciu prirodovedného a matematického vzdeldvania nielen na zakladnych, strednych,
ale aj vysokych Skolach najma technického zamerania.

V oblasti vzdeldvania v Skolskej matematike (t.j. matematike na zdkladnej a strednej skole)
sa obavy odbornej verejnosti skuto¢ne naplniliv reforme vzdeldvania schvdlenejv roku 2008.
Sveddia o tom jedny z klticovych indikatorov, ktorymi su bezpochyby pocty povinnych hodin
v uc¢ebnych pldnoch z matematiky na zakladnej Skole a na gymnaziach (pozri Tabulku 1). Doslo
totiz k vyznamnému poklesu poctu povinnych hodin (o viac ako
21,4 % v porovnani s obdobim pred spominanou reformou v roku 2008), ktory v stéasnosti
velmi negativne ovplyviuje Uroven matematického vzdelavania v SR.

Pocty povinnych hodin
. ) (ramcovy ucebny plan) z matematiky
Stupern vzdeldvania
Stav pred rokom 2008 Stav v rokoch
2015 - 2016
Zakladna Skola, 1. - 4. roénik (ISCED 1) 19 14
Zakladna Skola, 5. - 9. roénik (ISCED 2) 23 19
Gymnazium (ISCED 3A) 14 11
Zakladna sSkola a gymnazium spolu 56 44 (78,58 %)
Tabulka 1

Je pritom skutoéne pozoruhodné, ba aZ paradoxné, Ze zakladnym spustacim mechanizmom
pre reformu matematického vzdeldvania v SR v roku 2008 sa stali poziadavky Eurdpskeho
parlamentu pre zakomponovanie jej odporucani do nasho vzdeldvacieho systému (zavedenie

* Milénium - Koncepcie rozvoja vychovy a vzdelavania v Slovenskej republike na najblizsich 15 — 20 rokov (autori: Rosa, V. —
Turek, I. - Zelina, M. , 2001) a Narodny program vychovy a vzdelavania v Slovenskej republike.
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novej Struktury vo forme ISCED klasifikacie), pricom potreba tejto reformy pre vzdeldvanie
v matematike bola pravidelne zdévodriovana neuspokojivymi vysledkami testovania OECD
PISA™ v tzv. matematickej gramotnosti Ziakov SR v rokoch 2003 a 2006. Ak v3ak liekom na
tieto neuspokojivé vysledky testovania PISA OECD malo byt zniZenie poc¢tu hodin v predmete
matematike - toto je totiz jediny redlny a hmatatelny vysledok spominanej reformy pre
matematiku — tak toto opatrenie je mozné povaZovat za skutocne nevysvetlitelny paradox.

Tym nechceme povedat, Ze reforma z roku 2008 nepriniesla ako celok aj pozitiva, avsak
naplnenie reformy malo pre vyucovaci predmet matematika, na rozvoj matematického
myslenia nasich Ziakov na zdkladnych a strednych $koldch,” zniéujuci vplyv. Koniec — koncov
potvrdili to vysledky testovania OECD PISA v matematike v roku 2012, ktoré napriek tomu, Ze
ucitelia a ich Ziaci uz boli na Specifika tohto testovania aspon z ¢asti pripraveni, dopadliv tomto
testovani este horsie ako v predchddzajucich testovaniach¥. V roku 2012 sa Slovensko v
matematike prvykrat od roku 2003 vyraznejsie prepadlo pod priemer krajin OECD. Vo vsetkych
oblastiach sa Slovensko oproti poslednému testovaniu zhorsilo najviac z krajin V4 (pozri
https://www.minedu.sk/data/att/6077.pdf). Toto si urcite zacal uvedomovat aj byvaly
minister Ministerstva $kolstva, vedy, vyskumu a $portu SR (MSVVaS) D. Caplovi¢ (od marca
2012 do jula 2014), ktory napriek tomu, Ze je svojou profesiou humanitne zamerany, zacal na
konci svojho pésobenia na MSVVaS SR otvorene hovorit o potrebe zvysenia poctu hodin
matematiky, informatiky a prirodovednych predmetov na zdkladnej a strednej sSkole, dokonca
uvaZoval (bohuZial iba vo verbdlnej rovine) o opdtovnom zavedeni povinnej maturity
z matematiky na gymnazidch.® Na tieto pozitivne a ustretové sprdvy zareagovala aj stavovskd
organizdcia slovenskych matematikov a ucitelov matematiky Slovenska matematickad
spoloénost Jednoty slovenskych matematikov a fyzikov (SMS JSMF), ktord prostrednictvom
svojho vyboru podporila tuto snahu MSVVaS SR, pricom navrhla realizdciu maturitnej skusky z
matematiky v dvoch drovniach. Sucasne Vybor SMS ISMF dal na diskusiu a ndsledne v mdji
2014 ministrovi skolstva odporucil, aby sa v Stadtnom vzdeldvacom programe zvysil pocet
povinnych hodin matematiky na ZS a SS na hodnoty uvedené v Tab. 2.

Myslime si, Ze argumentacia pre nevyhnutnost zmeny obsahu vzdeldvania v matematike
v jednotlivych stupnoch ISCED, ktord Vybor SMS JSMF pri kalkulacii poétu povinnych hodin
matematiky vyuZil, je dostato¢ne presvedCiva a urcite by sa mala akceptovat. Treba vsak
priznat, Ze z formalneho hladiska, z hladiska povinnych hodin matematiky, ide temer o navrat
k stavu pred rokom 2008. Bohuzial, po odvolani D. Caplovi¢a z ministerského postu sa
o tomto navrhu Uplne prestalo hovorit, ako keby vébec neexistoval. Novy minister MSVVaS SR
P. Pellegrini (od jula 2014 do novembra 2014) a ani jeho nasledovnik J. Draxler (od novembra
2014 do marca 2016) sa s touto iniciativou nestotoznili a cely proces zastavili, resp. prestali sa

* OECD z angl. Organisation for Economic Co-operation and Development, PISA z angl. Programme for International Student
Assessment.

" Pod strednou $kolou budeme rozumiet hlavne gymnazium, prisludné zavery vsak v primeranej miere platia aj pre stredné
odborné Skoly.

1Je mozné namietat, Ze z jedného pripadu robit takéto zavery nie je korektné. S tym sa iste da suhlasit. Ak vSak chceme byt
naozaj korektni a prihliadneme aj na dalSie aspekty vzniknutej situacie vo vzdelavani v matematike, tak je zrejmé, Ze neexistuje
Ziadny relevantny dévod pre to, aby sa vysledky v testovani OECD PISA trvalo zlepsili. Totiz redukcia alebo aj neuvazeny presun
u€iva z matematiky z jedného ro¢nika do ro¢nika vyssieho, resp. do vysSieho stupfa vzdelavania, rozladil na niekolko rokov
systém Skolskej matematiky. llustrovat to mozno na pripade Pytagorovej vety, ktorej vyklad sa posunul do 9. ro€nika, pricom
vypocet objemov a povrchov telies zostal na ,starom” mieste. Ak vSak ucitelia chceli Ziakom zadat Standardné ulohy pre uréenie
objemov ¢i povrchov telies, ktoré sa bezne riesili pred reformou, s hrézou zistili, Ze vac¢sina netrivialnych tloh predpoklada znalost
Pytagorovej vety. Samozrejme, vzhladom na to, Ze i$lo iba o presun uciva, je tato komplikacia pomerne lahko odstranitelna.
Avsak v pripade, Ze sa prislusny tematicky celok Uplne vynechal z obsahu matematiky, tak situacia sa stava ovela zlozitejSou.

$ Poznamenajme, Ze povinna maturita z matematiky nie je nejaky ,socialisticky vymysel“, ale dihodobo sa tspesne uplatiuje vo
viacerych vyspelych zapadnych krajinach, napriklad vo Francuzsku.


https://www.minedu.sk/data/att/6077.pdf
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tomuto problému venovat. Mozno na niektoré veci (napriklad opatovné zavedenie povinnej
maturity z matematiky na gymnaziu) naozaj este nedozrel ¢as* a pravdepodobne spolo¢nost

Stupern vzdeldvania Pocty povinnych hodin
z matematiky (navrh SMS z roku 2014)

Zakladna Skola, 1. - 4. ro¢nik (ISCED 1) 16
Zakladna skola, 5. - 9. roénik (ISCED 2) 22
Gymnazium (ISCED 3A) 15
Zakladna skola a gymnazium spolu 53

Tabulka 2. Navrh SMS JSMF pre pocty povinnych hodin v ramcovych ucebnych planov pre predmet matematika

v SR musi najprv tvrdsie pocitit to, Ze bez dobrych prirodovedcov (fyzikov, chemikov a pod.),
technikov, ekondmov, informatikov a matematikov je skutoéne ohrozend buducnost a
prosperita spolo¢nosti na Slovensku. Zostdva iba dufat, Ze novy, v poradi uz 18. minister
MSVVaS SR od roka 1989, P. Plavéan (od marca 2016), ktory slubuje jednu z najvacsich
reforiem Skolstva a vzdelavania (?), sa aspor pokusi zmenit tito nepriaznivu situdciu. V tomto
Zelani je skryty dalSi paradox: matematici a ucitelia matematiky Ziadaju reformu, ktord by
vyucovanie matematiky na zakladnych a strednych skolach vratila (aspon z pohladu poctu
povinnych hodin v u¢ebnych planoch z matematiky na zakladnej Skole a na gymnaziach) do
Cias pred reformou 2008 a v suvislosti s maturitou z matematiky gymnazidch dokonca az do
¢ias ministra M. Ftdcnika (od oktébra 1998 do aprila 2002). Toto naozaj vyzera na dokonalé
spiatocnictvo.

2 Niektoré myty spojené so vzdelavanim v matematike a Euklides z Alexandrie

Doterajsi vyvoj naznaduje, Ze proces demokratizacie Skolstva a vzdelavania v SR po roku 1989
je z hladiska vyuc€ovacieho predmetu matematika bezprostredne spajany (a nie vidy celkom
oprdvnene) s tzv. humanistickym vzdeldvanim, resp. s humanizdciou vzdeldvania
v matematike’. V tejto suvislosti je vhodné poznamenat, Ze tendencie k humanistickému
matematickému vzdelavaniu nie su iba c¢esko-slovenskym Specifikom, pretoze
humanistickému matematickému vzdeldvaniu je venovana velkd pozornost aj v dalsich
krajindach atento termin v odbornych kruhoch ma pomerne presny obsah. V nasich
podmienkach sa vsak toto slovné spojenie (humanizdcia - matematika - vyucovanie) stalo, aj
ked' urcite nie jedinym, zdrojom zaujimavych mytov, ktoré su ¢astou laickej verejnosti.

Pre slovo ,,mytus” existuje rad slovnikovych definicii, ale pre nas ucel najlepsie vyhovuje
vymedzenie uvedené v American Heritage Dictionary (2000): Mytus je "populdrne (ale
nepravdivé) presvedcenie alebo pribeh, ktory je spojeny s osobou, instituciou alebo vyskytom*
alebo ,fikcia alebo polovicnd pravda, najmd takd, ktord je sucastou ideologie”.

Vadsina mytov, ktoré uvedieme, su beZne zastavané nazory, ktoré su v ostrom rozpore
s pedagogickymi vyskumami. V nasom pripade spravidla pdjde o polopravdy ¢i prehnané

* Mimochodom, ak by sa exministrovi CaploviGovi podarilo zaviest povinni maturitu z matematiky, vznikla by zaujimava situacia:
minister — historik D. Caplovié, teda ¢lovek humanitne zamerany a ktory sa priznal, 2 matematika mu velmi ,ne$la“, by opatovne
zaviedol povinnd maturitu z matematiky na gymnaziu, ktoru zrusil minister - informatik a matematik M. Ftacnik, ktory ma vyborné
matematické vzdelanie a teda aj velmi blizky vztah k matematike.

" Treba priznat, Ze &ast verejnosti laickej, ale i odbornej verejnosti vnima slovné spojenie ,humanistické vzdelavanie

v matematike ako oxymoron, (t. j. slovni ozdobu toho istého druhu ako je spojenie ,ziva mitvola“ &i ,polnocny dennik®).
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alebo skreslené tvrdenia, ktoré obsahuju zrnko pravdy. VacSina mytov pésobi casto velmi
podmanivo a vierohodne a su preto o to nebezpecnejsie.

Ako uz poznamenal pedagdg Specializujuci sa na vedu D. Hammer (1996), vedecké myty maju
Styri hlavné vlastnosti:

(1) su to stabilné a Casto neotrasitelné presvedcenia o svete,
(2) su v rozpore s presvedcivymi dékazmi,
(3) ovplyvriuju, ako ludia rozumeju svetu,

(4) aby sme dosiahli presnych znalosti, je potrebné ich opravovat.

Uvedme niekolko najfrekventovanejSich mytov o vyucovani auceni v matematike
s ktorymi sa stretdvame v sucasnej Skole, avsak ich vyskyt je ovela starsi, ¢o napokon len
potvrdzuje prvu vlastnost mytov, t.j. ich trvacnost a neotrasitelnost.

Mytus 1.: Na zdkladnej a strednej Skole by sa mala ucit len takd matematika, ktoru budu Ziaci
bezprostredne potrebovat v kazdodennom beZnom Zivote, najlepsie v kaZzdodennej praxi.
Vsetko to, o tito poZiadavku nesplria, resp. prekracuje (rozliéné fiktivne myslienkové uvahy a
konstrukcie, ktoré nemaju so skutocnym Zivotom nic¢ spolocné) je potrebné z osnov a obsahu

Skolskej matematiky definitivne vylucit.

Mytus 2.: Matematiku je mozné naucit sa bez ndmahy, radostne a hravo. Ziak & §tudent pri
uceni sa matematike nepotrebuje vyvijat temer Ziadne usilie pre zapamdtanie faktov tedrie
(vzorce Ci tzv. poucky). Nie je potrebné, aby si Ziak pamdtal nejaké postupy, metddy, Ci

suvislosti medzi nimi.

Mytus 3.: Ak sa nedari myty 2 a 3 uskutocriovat, su za to zodpovedni zle vyskoleni ucitelia

matematiky, resp. zlyhdva skola ako celok.

Mytus 1 sa v zaujimavej skratkovitej podobe objavuje v podani Ziackeho stavu a to nezdvisle
od plynuceho casu, resp. od geografického miesta, pri ,preberani” matematického uciva,
ktorého narocnost ¢i zlozitost presiahne istd hranicu. Tato hranica spravidla prirodzene zavisi
od vyspelosti a kvality konkrétneho Ziackeho osadenstva. Pritomnost tohto mytu je lahko
identifikovatelna, kedZe je sprevadzana legendarnou Ziackou recnickou otazkou: Na ¢o mi to
bude? Zd6raznenie faktu, Ze ide o skuto¢ne rec€nicku otdzku, je dost dolezity. Vacsina ziakov
totiz nie je vbbec zvedava na dovody, preco by si mali osvojit akysi sibor vzajomne zlozitejsie
prepojenych faktov. Situacia sa pre Ziaka stane Uplne ,jasnou”, ak pri zdévodnovani potreby
prislusného poznatku pre daného Ziaka (Ci skupinu Ziakov) samotného ucitela matematiky
nenapadne lepsia odpoved, len to, Ze ,Ziakovi pomdzZe pochopit eSte komplikovanejsi subor
zloZitejsich faktov (tedrii) ¢i procedur”. Takéto nieCo samozrejme Ziaka presvedcit nemoze.

Jednoducho Ziak je skalopevne presvedceny, Ze on taku zloZitost nepotrebuje poznat, nikdy ju
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potrebovat nebude, a Ze on sa s takym nie¢im v Zivote urcite ani nestretne. Pravdou je, Ze ak
Ziak mysli len na konkrétne situacie kazdodenného Zivota, tak s nim treba ¢asto suhlasit. Ved
je skutocne velmi ojedinelé, ak nie nemozné, aby Ziak v beznom Zivote nevyhnutne naozaj
potreboval najst napriklad korene nejakej kvadratickej rovnice. Ak sa zamyslime, nad tym, o
vlastne potrebujeme vediet z matematiky v prostredi nasich domacnostia beznej komunikacii
medzi fudmi, tak naozaj toho vela nepotrebujeme. Vystac¢ime so znalostami obmedzenymi
na elementdrne aritmetické operdcie (sCitanie, odcitanie, nasobenie a delenie Cisel) ana
jednoduché geometrické konstrukcie. Naviac v dnesSnej dobe, dobe kalkulaciek, smartfénov
netreba vediet ani mald nasobilku, ako ndm niektori Ziaci dokazuju. Ak sa Ziak stretne
s problémom, riesenie ktorého si vyzaduje Cosi viac, tak to vraj tiez nie je velky problém, ved
mame internet atam ndjdeme vsetko (!?). Akceptovanim tohto mytu je problematické
zd6vodnit, preco by sa mala ucit matematika aj na druhom stupni zakladnej skoly ¢i na
strednej skole, preco by sa mal mlady ¢lovek v rdmci svojej povinnej skolskej dochadzky naucit
logicky mysliet a exaktne zdévodriovat svoje myslienkové zavery, preco by mal Ziak ziskat
poznatky a spdsobilosti pre rieSenie zloZitejSich situacii a problémov, ktoré presahuju
problémy kazdodenného zhonu nasich domdcnosti, ¢i manualne zru¢nosti a ndvyky potrebné
pre opatrovatelské sluzby pre rakuskych ¢i nemeckych déchodcov, ¢i pri praci na montaznych
linkach nasich fabrik. V tychto pripadoch su ovela déleZitejSie manudlne zruénosti a znalosti
cudzich jazykov).”

Jednoducho povedané, pri vyuébe matematiky sa uréite nemdzeme obmedzit iba na stdbor
elementarnych faktov a postupov. Totiz, okrem rozvoja elementarneho logického myslenia
Ziaka zakladnej Skoly, je potrebné prerieSenim prislusného spektra precvi¢ovacich uloh
upevnovat ziskané poznatky v hlavach Ziakov a toto nie mozné bez zapamatania si klucovych
faktov (napr. aj vzorcov) a zdkladnych metdd, postupov ¢i procedur. K tomu, aby Ziaci zazili
pocit Uspechu aj v tejto praci je potrebné prislusnu netrividlnu ¢innost velakrdt opakovat
a zaZit niekedy aj vela nezdarov (rovnako, ako ked sme sa ucili bicyklovat ¢i plavat — ak by sme
sa vzdali po piatich ¢i desiatich nezdarenych pokusoch, tak asi malo z nas by sa naucilo tymto
¢innostiam). Skutoénost, Ze ulenie sa matematike ma pre Ziakov zmysel, dokazuje uditel
spravidla prostrednictvom aplikdcii (najlepSie v situdcidch z bezného Zivota, ale aj aplikaciach
pokrocilejSieho charakteru, ktoré ¢asto slvisia s predmetmi a uzito¢nymi nastrojmi dnesného
Zivota - tabletmi, pocitaémi a mobilmi) a samozrejme aj tym, Ze demonstruje pred svojimi
iakmi ozajstni hibku, neoby¢ajnt krasu, eleganciu, vnutornd konzistentnost a jednotu
matematiky (primerane pre tu Uroven matematiky, ktord vyucuje vo svojej triede). K tomu
vSak iba elementarne poznatky z matematiky nestacia. Ako je konStatované v praci (Becvar,

2010), je potrebné ukazovat jednak bezprostrednl pouzitelnost matematiky a tiez jej

* Prirodzene situécia sa mdze zdanlivo zmenit, ak sa ziak rozhodne dspesne skonéit strednd Ekolu a hodla v blizkej buddcnosti
vyStudovat vysoku $kolu technického ¢i prirodovedného zamerania. To je vSak niektorymi ziakmi a Studentmi ¢asto chapané
iba ako Ucelova vec, ktorej sa musia prispdsobit, pokial chcu v Zivote nieco dosiahnut.
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uzitonost pre rozvoj myslenia a celkové pochopenie sveta, ktory nas obklopuje. K vacsej
oblube matematiky, ato na vsetkych typoch astuprioch 3kél, mdze viest len hibsie
porozumenie podstaty matematickych Uvah a postupov, a dobré zvladnutie urcitého objemu
matematickych poznatkov a zruénosti. Na vSetkych udrovniach potrebujeme ukazovat
poznatky, postupy a zakonitosti, ktoré u? nie si elementéarne. Ci u? ide o vztah troj¢lenky
a priamej a nepriamej Umernosti, o geometricku interpretaciu vzorcov pre druhu a tretiu
mocninu suctu, resp. rozdielu dvoch veli¢in, o doplnenie kvadratického troj¢lena na uplny
Stvorec, o dokaz Pytagorovej vety, atd. Takychto prikladov, ktorymi mézeme motivovat
svojich Ziakov a Studentov je moZné samozrejme uviest ovela viac. Inak povedané: pre zdravé
myslenie je nevyhnutna znalost aj nemalého mnoZstva poznatkov, ktorych Uroven presahuje
elementarnu Uroven (ta je samozrejme rbzna, v zavislosti od stupna a typu navstevovanej
Skoly), rovnako ako pre zdravu fyzicki existenciu je nevyhnutna znalost zakladnych
hygienickych navykov a zrucnosti (tie tieZz istym sp6sobom zdavisia od veku a aj od pohlavia

jedinca). K mytu 1 sa eSte vratime v jednej poznamke.

Mytus 2 silne pripomina hladanie , krdlovskej cesty k matematike”, ktorej existenciu odmietli
prostrednictvom legenddrneho vyroku Euklida z Alexandrie uz anticki , resp. stredoveki
ucenci. Poznamenajme, Ze Euklides z Alexandrie zil priblizne v rokoch 325 azZ 265 pred Kr. v
egyptskej Alexandrii za vlady Ptolemaia I. Sotéra (Sotér, slov. Spasitel).* Grécky filozof Proklos
(412 - 487) uvadza legendu, podla ktorej Ptolemaios I. polozil Euklidovi otazku, ,¢i neexistuje
kratSia cesta k porozumeniu geometrie, ktoru vyloZil Euklides vo svojich Zdkladoch“. Euklides
vraj na to stroho odpovedal, Ze ,,Ku geometrii nevedie krdlovskd cesta”, ¢im mienil to, Ze
k vedeniu, k vede a k matematike zvlast, nevedie Ziadna zvlaét uhladena a lahka cesta. Co sa
tyka aj v sucasnosti rozsireného a frekventovaného (bohuzial' i skodlivého) mytu o tom, Ze
procesy vzdeldvania a ucenia sa mozu byt pre vzdeldvany subjekt Uplne oslobodené od
tazkosti, namahy a odriekania uciaceho sa, teda Ze tato ¢innost sa moze stat bezvyhradne hrou
prinasajuca iba radost, lahkost a bezstarostnost, spojenu iba s pozitivnymi emdciami, vyvracia
v staroveku svojim vyrokom tiez najvacsi filozof Staroveku Aristoteles zo Stageiry (384 - 322
pred Kr.): ,Z vyucovania sa nemd robit hra, lebo ulenie nie je pre deti hrou. Je spojené

4

s ndmahou a nutnostou.” O doleZitosti usilovnosti uciaceho sa a nevyhnutnosti vyvijat
zmysluplny a netrividlny vykon aj v sucasnej Skole sa vystizne vyjadril aj ¢esky publicista V.
Jamek v praci O patFiénosti v jazyce (1998): ,Skola neni misto, kde by dité mélo ziskat co
nejvice védomosti a pritom se pokud mozno viibec nenamdhat. Koncept skola hrou spise Zadd,
aby skola vyuZivala spontdnni objevovaci schopnosti ditéte a tak je k ndmaze motivovala, ne

viak, aby je veskeré ndmahy usetfila. Skola bez ndmahy a pile neni Zddouci: pfedevsim ve skole

* Vladca Ptolemaios I. Sotér (367 - 283 pred Kr.) bol pévodne generalom Alexandra Velkého, ktory sa po jeho smrti stal viadcom
Egypta a zakladatefom Ptolemaiovskej dynastie, ktora vliadla v Egypte v rokoch 323 az 30 pred Kr. Poslednou viadkyriou z tejto
dynastie bola slavna Kleopatra (69 — 30 pred Kr.).
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si dité mazZe vstipit zakladni kulturu usili, kterd je v nasi civilizaci potfebnd. PoZadovat vykon —
ato vykon smysluplny — je jednou ze zdkladnich funkci skoly.” Je pritom zrejmé, Ze

v matematike, vzhladom na jej naroky na presnost, rigoréznost vo vyjadrovani a v mysleni, sa

Euklides z Alexandrie (325 - 265 pred Kr.) Aristoteles zo Stageiry (384 - 322 pred Kr.)
Obrdzok 1: (zdroj: http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/)

tieto rysy vzdeldvania prejavuju najvypuklejSie. Toto prirodzene neznamena, Zze o hladanie
,kralovskej”“ cesty k matematike sa nemdame vébec snaZit. Koniec - koncov je to aj jedna zo
zakladnych uloh didaktiky matematiky. Treba vsak mat stale na pamati, Ze matematika je pre
védésinu Ziakov a Studentov ,tazkd” a bez ohladu na snaZenie ich uéitelov matematiky,
tazkou i zostane.

Pre objektivnost je treba uviest aj druhu legendu, ktord je spojend s menom Euklida
z Alexandrie. | ked' z &asti sUvisi s prvym mytom, avSak postihuje iny aspekt otazky ,,Naco mi
to bude?”. Tato historka totiz zaznamenava Euklidovu odpoved Ziakovi, ktory sa ho spytal:
,Aky budem mat uZitok z toho, ak sa naucim tieto teorémy?“ Vtedy Euklides zavolal na svojho
otroka a rozkazal mu: ,,Daj mu obolos (vtedajsia drobnd minca), lebo tento clovek chce (musi)
zarabat na vsetkom, ¢o sa nauci.” V ¢asoch socializmu tato historka slizila (o sa z ¢asu nacas
objavovalo aj niektorych v pracach vykladacoch marxistickej filozofie) ako dokaz toho, zZe
Euklides pohidal aplikdciami matematiky a povazoval ich za cosi nelisté, nehodné
povSimnutia. AvSak Euklides mal aj v tejto historke velky kus pravdy.\V prvom rade je vhodné
si uvedomit, Ze matematika ma Specifické postavenie medzi vedami a urcite nie je prirodnou
vedou (aj ked' ju ¢asto, z istych historickych ¢i zvykovych dévodov, priradujeme k prirodnym
vedam) a nie je ani vedou aplikovanou. Z tohto dévodu je potrebné vystrihat pred priliSnym
zdOraznovanim uZitocnosti matematiky pri rieSeni praktickych dloh, najma v pripade, ak je
tento pohlad iba ekonomického charakteru. Totiz z tohto pohladu nedostato¢ne informovani
jedinci (nechceme poufZit oznacenie nevzdelani) vyvodzuju, Ze zloZité abstraktné matematické
konsStrukcie a zdovodnené zdavery, ktoré v danej chvili nemaju priamu aplikacie v praxi, si

nezasluhuju pozornost aani finanénld podporu. Ako trefne konstatoval vyznamny cesky
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chemik R. Zdhradnik* ,pre ludi so skromnou intelektudlnou vybavou je toto vychodiskovym
bodom utokov na zdkladny vyskum, zdkladné , bddatelstvo”, na ,cCistu” vedu” (Zdhradnik,
2010). Je nam lGto, niektoré zamery MSVVaS SR zoktébra 2014 nam tdto situdciu
pripomenuli. Vtedy MSVVaS SR chcelo zefektiviiovanim a optimalizaciou transformovat
vtedajSiu Struktdru SAV SR (spdjanim Ustavov a vytvaranim vacSich vedeckych centier)
a hodlalo zniZit rozpocet SAV na rok 2015 temer o 17 %. Jednotlivé pracoviska SAV (vratane
Ustavov rozvijajucich zakladny vyskum) mali dokazat svoju Zivotaschopnost a pravo na svoju
existenciu tym, Ze ukazu, Ze su schopné na seba zarobit. O¢akavalo sa vyssie zapojenie Ustavov
do medzindrodnych projektov, zintenzivnenie spoluprace s podnikatelskou sférou a zvySenie
podielu sukromného sektoru na financovani vedy. Tieto poZiadavky su akceptovatelné pri
aplikovanom vyskume, avSak pri zakladnom vyskume, vratane zdkladného vyskumu v
matematike uz nardzame na celkom vdiny problém. V tomto kontexte ndm mozno druhd
legenda o Euklidovi uz nebude pripadat aZz takd nezmyselnd. My samozrejme nechceme
upierat pravo MSVVaS SR reformovat taku velku instittciu akou je SAV SR, ale nemoZno nebrat

do uvahy aj argumenty druhej strany, teda

Vydavhy na viishum a vivoj v EX ako percente HDP ¥ roku 2012

% -E i ﬁ g ﬁ % § 'Em%%-g g_g_g g
RELHILE I R
2 3
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Obrazok 2: (zdroj: http://www.vedachcezit.sk/docs/poziadavky.pdf)

pracovnikov SAV. Tym skér, Ze situdcia s financovanim vedy v SR silne vplyva aj na situaciu
v nasom vysokom Skolstve. Totiz podla Eurostatut je financovanie vedy na Slovensku velmi
umiestnili zadlZzené Grécko a Cyprus, krajiny este chudobnejsie ako SR: Rumunsko, Bulharsko,
Loty$sko a Chorvatsko, pozri Diagram 2). Tento faktor spolu s vyznamnym poddimenzovanim
financovania vysokych skél silne vplyva aj na kvalitu vysokych skél, ¢o vplyva aj na
rozhodovanie stredoskoldkov o tom, ¢i si maju vybrat nasu vysoku alebo zahrani¢nt vysoku

Skolu. Preto sa nemozno ¢udovat, Ze podla Eurostatu mame z krajin OECD treti najvyssi podiel

* Rudolf Zahradnik sa narodil v roku 1928 v Bratislave. V rokoch 1993-2001 bol predsedom Akademie véd CR. Je vyznamnym
fyzikalnym chemikom.
¥ Statisticky tirad Eurépskeho spoloéenstva
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Studentov Studujucich v zahranici. Na jednej strane je toto mozné povazovat za pozitivny krok.
Ak si vSak uvedomime, Ze su to spravidla najlepsi studenti — ich odchod zniZuje vedomostnu
uroven zvysnej populacie Studentov. Vzhladom na to, Ze po skonceni Studia spravidla
zostavaju Zit a pracovat v tychto krajinach, tak aZ taky velky dévod na radost nie je. Vacsina
z tychto $tudentov $tuduje v susednych krajinach (najméa v Cesku, kde v roku 2013 $tudovalo
6,4 % slovenskych Studentov — pred 10 rokmi to bolo iba 3,5 %), ktoré nas v investovani do
vedy a vyskumu predbiehaju*. Na zaver tohto odseku si dovolime uviest vyjadrenie ¢eského
matematika svetového vyznamu Jaroslava Kurzweila z Matematického Ustavu AV CR, ktoré
protestujuci ¢lenovia SAV poufZili ako motto pre svoju iniciativu Veda chce Zit!: , Vyspelé staty
investuju do vedy, pretoZe chcu zostat vyspelé. Tie Stdty, ktoré do vedy neinvestuju, sa samy
odsudzuju k zaostalosti.”

3 Kde siahaju korene pedagogickych vyskumnych experimentov?

Do oblasti ,,mytolégie” patri aj historka, ktord sa udiala pred viac ako desiatimi rokmi,
v pedagogickom prostredi Katedry matematiky na UKF v Nitre a kedZe ma prepojenie na
matematické vzdeldvanie, vyskum snim spojenym ana histériu, blizSie ju popiSeme.
Pri obhajobe kvalifikacnej prace z tedrie vyucovania matematiky na katedre, ktoru obhajovala
nasa absolventka, vznikol nasledovny problém. Oponentka kvalifikacnej prace z UK
v Bratislave vo svojom posudku uviedla, Ze praca absolventky nie je pévodnd, pretoze vo
vyznamnej Casti kopiruje pedagogicky experiment, ktory ona uviedla vo svojej kvalifikacnej
praci. V samotnej diskusii k obhajobe prace vysvitlo, Ze jednou pricinou kritizovanej zhody bol
postup pouzity pri pedagogickom experimente: Aby sa dal porovnat relativny efekt
experimentdlneho pésobenia absolventka vytvorila dve priblizne rovnocenné skupiny Ziakov:
experimentdlnu a kontrolnu skupinu. Pricom, kaZdd zo skupin bola vzdeldvand (v danom
tematickom celku) z matematiky inym sp6sobom — experimentdina skupina bola podrobend
novému spésobu vzdeldvania a kontrolnd skupina Ziakov bola vzdeldvand tradiénym
spbésobom, prirodzene za rovnakych ¢asovych a aj dalsich podmienok. Ndsledne boli ziskané
matematické znalosti preverované v oboch skupindch spoloénym testom, ktory sa vyhodnotil
Standardnymi $tatistickymi metédami®. Absolventka a aj ostatni ¢lenovia komisie zostali touto
vyhradou dost zaskoceni. V ramci diskusie k tomuto problému niektori ¢lenovia (vratane
autora clanku) sa snaZili oponentku presvedCit, Ze ani v nasich postsocialististickych
podmienkach tato schéma pedagogického experimentu rozhodne nie je nova aje dokonca
popisand aj v niekolkych ucebniciach pedagogiky, pochdadzajucich este
z éry socializmu (napr. od prof. J. Skalkovej (1924 -2009)). Treba povedat, Ze nakoniec vsetko
dobre dopadlo a kvalifika¢na praca bola uspesne obhdjena. Tato, pre niekoho mozno bizarna
diskusia, vSak nakoniec nebola celkom zbyto¢nd. Jednak poodhalila medzery
v znalostiach (resp. trvacnosti tychto znalosti) oponentky a i niektorych ¢lenov komisie zo
zadkladov pedagogiky a jednak sa stala prirodzenym zdrojom pre otazku: Kde je mozné ndjst
prvu pisomnu zmienku o metdde klinického, resp. pedagogického experimentu? Rozuzlenie
celého pribehu bolo pre nas dost prekvapujlce. Podstatu tejto klitic¢ovej vyskumnej metddy

* Cesko je pre nasich Studentov zaujimavé samozrejme aj tym, Ze naSe krajiny su si velmi blizke v kulturnej oblasti a absentuje
jazykova bariéra.

"lslo jednoducho o Standardny postup, ktory sa uz v minulosti bezne pouzival a pouziva idnes pri klinickych experimentov
v zdravotnictve, vo vyskume v polnohospodarstve a v su€asnosti je Standardom aj pri pedagogickych experimentoch.
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totiz popisuje uz Stary zdkon, ktory okrem toho, Ze ho Zidovské i krestanské nabozenstvo
pokladaju za svaté, je i cennym kultdrno-historickym dokumentom fudstva. Konkrétne ide
o Cast Knihy proroka Daniela (Daniel 1.: 1-21. In Svdté pismo Starého a Nového zdkona, Spolok
Sv. Vojtecha, Trnava, 2000):

wHL 1 Daniel na kral’ovskom dvore

V' tretom roku panovania judskeho krdala Joakima prisiel
babylonsky kral Nabuchodonozor k Jeruzalemu a obliehal ho.
Pan mu vydal do ruky judskeho krala Joakima. ... Vtedy povedal
kral’ Asfenezovi, svojmu velitelovi eunuchov, aby zo synov Izraela,
z krdlovského potomstva a spomedzi vzneSenych, priviedol
mladikov, na ktorych niet nijakej chyby, pekného zoviajsku,
vaimavych pre kazdu mudrost, vystrojenych znalostami a
chapavych na vedomosti, ktori by boli schopni stat' v kralovskom
palaci, aby ich naucil chaldejskému pismu a reci. Kral im na kazdy
den pridelil z kralovského pokrmu a z vina, ktoré jemu shizilo
za ndpoj, aby ich tri roky vychovavali a po ich uplynuti mali stat
pred kralovou tvarou. Spomedzi Judovych synov boli medzi nimi
Daniel, Ananias, Mizael a Azarias. ... Daniel si vSak zaumienil, Ze
sa neposkvrni kralovym pokrmom ani vinom, ktoré popijal; prosil
teda velitela eunuchov, aby sa nemusel poskvrnit. A Boh spésobil,
Ze Daniel nasiel milost a priazen u velitela eunuchov. Ale velitel
povedal Danielovi: ,, Bojim sa, Ze méj pdn, kral, ktory vam vydelil
vas pokrm a ndpoj, uvidi, Ze ste v tvari chudsi, ako ini chlapci, vasi
vrstovnici, a uvalite mi pred kralom vinu na hlavu. “ Vtedy Daniel
povedal Malasarovi, ktorého velitel’ eunuchov postavil nad Daniela, AnanidSa, Mizaela a Azarid$a: ,,Skiis to
S0 svojimi sluhami desat’ dni. Nech ndm daji na jedlo liSteniny a na pitie vodu; nech sa potom ukdiu
pred tebou naSe tvdre a tvdare chlapcov, ktori jedia 7 kral’ovského pokrmu, a potom naloZ so svojimi sluhami,
ako sa im bude vidiet’.“ Privolil im teda v tejto veci a skusal ich desat’ dni. Po desiatich diioch sa ukdzalo, Ze
ich tvdre su krajsie a teld tuénejsie ako vietkych chlapcov, ktovi jedli 7 krdlovského pokrmu. Malasar im teda
odiial pokrm a vina, ktoré mali pit, a ddval im li§teniny*. Tymto $tyrom mladikom dal v§ak Boh znalost
a pochop v kazdom pisme a mudrosti. Daniel zas porozumel kazdé videnie a sen. Po uplynuti dni, ktoré do ich
predstavenia urcil krdl, predviedol ich velitel eunuchov pred Nabuchodonozora. Krdl’ sa s nimi rozprdval
a medzi vSetkymi nenasiel takych ako Daniel, Ananids, Mizael a Azarida$. Obsluhovali teda krdla. A
vo v§etkych veciach (kde bolo treba) mudreho dovtipu, na ktoré sa ich kral’ vypytoval, Zistil, Ze su desat’ raz
vysSie nez vSetci Carodeji a vestci, ktori boli v celom jeho kralovstve. Daniel sa dozil az do prvého roku krala
Kyra.“

ILUSTRACIE

Obrazok 3: Biblia silustraciami Daliho
(Vydavatelstvo lkar 2012, 688 s.)

Citat zo Starého zdkona obsahuje temer celu 1. hlavu Knihy proroka Daniela (celkom ma 6
hlav), vratane aj jej poslednych viet, a to i napriek tomu, Ze zistovanie dévtipu a overovanie
intelektudlnych schopnosti spominanych Styroch mladikov nebolo cielom 10 driového
experimentu. Je totiz mozino lakavé rozsirit hypotézu experimentu aj o pozitivny vplyv
vegetaridnskej stravy na intelektualny rozvoj jedinca. Z textu je vsak zrejmé, Ze tato Cast uz
kl'icové prvky vedeckého experimentu nemd a to dokonca ani v pripade, Ze by sa ignorovalo
Danielovo svedectvo o boZzom zasahu do intelektuadlneho rozvoja mladikov.

O tom, Ze ide pravdepodobne o najstarsSiu pisomnu zmienku o tejto metdode nds azda
presvedci niekolko faktov a ¢asovych Udajov. Nabuchonozort (spravnejSie Nebukadnesar |l.)

* Vety prekladu, ktoré sa bezprostredne dotykali nagho problému sme zvyraznili tuénym pismom. Poznamenajme, Ze slovo
Justenina®, ktoré vystupuje v tomto slovenskom preklade, je v €eskych aj v anglickych prekladoch nahradené slovom so SirSim
obsahom ,zelenina®, ktoré podfa nasho nazoru lepSie vyjadruje charakter stravovania mladikov.

1 Nabuchonozor bol najva¢sim panovnikom babylonskej riSe a pravdepodobne celého Vychodu. Biblia ho hodnoti (azda okrem
1. kapitoly knihy Daniel) pomerne negativne, pretoze dvakrat dobyl Jeruzalem a tisice obyvatelov Jeruzalema bolo odvedenych
do Babylonu (zname ako babylonské zajatie). Po druhom dobyti Jeruzalema (587 pred Kr.) znicil jeho hradby a aj slavny
Salaminov chrém. Na druhej strane, pripisuje sa mu stavba jedného zo Siedmich divov sveta: Semiramidine visuté zahrady.
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bol skutocna historicka postava: v rokoch 605 — krdlom Novobabylonskej riSe. Samotny Stary
zdkon vznikol v priebehu 1. tisicrocia pred Kr. Podla historikov, ktori su Zial' v datovani vzniku
jednotlivych knih dost nejednotni, bola Kniha proroka Daniela napisanda najskor v 6. storoci
pred Kr. (teda niekedy v obdobi, do ktorého je vsadeny pribeh o Danielovi) a najneskor
v €asoch vladnutia Makabejcov v Judei v rokoch 165 - 37 pred. Kr.
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Abstract

We can use exponential function to model a wide variety of real-world phenomena. The curve represents
exponential growth, it grows very slowly in the beginning, then accelerates continually faster and finally grows
in an almost vertical fashion. In the physical realm, this growth pattern usually occurs where there is sickness,
often leading to death. In the economic systems, this exponential growth has wide application. Thinking in
dimensions exponential models is absolutely necessary in today's economic world. The paper deals with the
solution of selected economic problems - growth of money at continuous compound interest. We created the
interactive figures by software GeoGebra. We pointed out the undisputed connection between mathematics
and economics. The students of the Slovak University of Agriculture in Nitra can benefit from such teaching
materials in the Learning Management System Moodle.

Keywords: exponential growth, continuous compound interest, economic applications, GeoGebra.
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Uvod

Podla Kennedy (2006) rozozndvame tri druhy rastu (obrazok 1). Krivka A predstavuje vzor
fyzického rastu v prirode. Podla nej rastie nasSe telo, rastliny, zvierata. V prvej Casti je rast
velmi rychly, neskér sa spomaluje, az napokon v urcitej optimalnej velkosti fyzikdlny rast
zastane.

v e

Obrdzok 1
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Krivka B reprezentuje linedrny rast. Napr. viac strojov vyprodukuje viac tovaru, viac uhlia
vyprodukuje viac energie atd. Systémy riadiace sa linedrnym vyvojom su relativne
jednoduché a predvidatelné. Krivka C zndzorfiuje exponencidlny rast. Tento rast by mohol
byt opisany ako presny opak krivky A. Na zaciatku, systém rastie velmi pomaly, ale neskor sa
rast stava rychlejSim a nakoniec ide takmer kolmo hore. Pri Zivych organizmoch takato forma
rastu nastane zvycajne v pripade choroby alebo smrti. V ekonomickej sfére ma vsak takyto
exponencidlny vyvoj Siroké uplatnenie a uvazovanie v dimenzidch exponencidlnych modelov
je pre dnesny svet nevyhnutné. Prostrednictvom exponencidlnych modelov, vieme urcit
ekonomické ukazovatele ako je inflacia, vyvoj cien, rast dlhu, ¢i naopak spotrebu délezitych
surovin (Kucak, 2012).

Exponencialny rast

Exponencialny rast patri medzi zdkladné exponencidlne modely. Ak absolUtna miera rastu
Q'(t) je priamo Umerna funkénej hodnote danej funkcie Q(t) skladnou konitantou
umernosti k , pricom Q(O) = Qp, tak mbZeme pisat (Grin¢ova, 2012):

Q_yo.

dt
RieSenim takejto diferencidlnej rovnice so zaciato¢nou podmienkou, dostaneme pomocou
separdacie premennych, rovnicu funkcie exponencialneho rastu:

Qt)=Q, -, k>0,Qy >0, kde
Qg - je zatiato¢na hodnota kapitalu,
Q(t) - je budtca hodnota kapitalu,

t - je dizka urokového obdobia,
k - je roénd urokova sadzba.

Jedna z najdélezitejSich vlastnosti exponencidlneho rastu je, Ze aj ked sa ,zacina pomaly”,
s postupom casu sa jeho rychlost zvySuje aZ Sokujucim sposobom. Exponencialny rast je teda
velmi silny ndstroj (Kennedy, 2006). Neustaly rast si vyZaduje aj sucasny ekonomicko-
hospodarsky systém. Jedna sa o exponencidlny rast obyvatelstva, exponencidlny rast
monetarnej bazy, ¢i poziadavky na niekolkopercentny hospodarsky rast ro€ne. Tieto javy su
vSak z dlhodobého hladiska neudriatelné, pretoze trendy, ktoré sa vyvijaju exponencidlne,
su nestabilné (Smith, 2010).

Spojité urokovanie

Exponencialne modely, ako sme uzZ vysSie spominali, maju Siroké uplatnenie v ekonomickej
praxi. My sme sa v ¢lanku zamerali na vyuzZitie exponencialneho rastu pri spojitom Urokovani.

Proces urocenia, pri ktorom sa urokovanie uskutocriuje v ¢asovych intervaloch bliZiacich sa
k nule, t.j. poCet konverzii v roku rastie do nekonec¢na (n — o), sa nazyva spojité urokovanie
(Molnarova, 2012; Piré, Grincova, 2008). Vyslednu hodnotu investovaného kapitdlu
vypocitame:

N—o0

nt
Q(t)= lim QO-(1+EJ = Qg -e", kde

Qo - je zatiatoéna hodnota kapitalu,
Q(t) - je budtica hodnota kapitilu,
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t - je dizka Urokového obdobia,
K - je roénd urokovd sadzba,
N - je pocet urokovych peridd (konverzii) za rok,

n
(1+ 5) - je drocitel (za jeden rok).
n

Na zadklade tohto modelu vieme urcit budicu hodnotu investovaného kapitalu (i
najvyhodnejsi urok. Poznanie tychto matematickych vztahov je v dnesnej dobe velmi
Ziaduce. Pomocou nich sa vieme zorientovat vo velmi Sirokej ponuke bank.

Vybrané aplikacie rieSené pomocou softvéru GeoGebra

V tejto Casti uvedieme niekolko prikladov, pri rieseni ktorych sme vyuzili softvér GeoGebra.
Ide o ekonomické aplikacie exponencialneho rastu, ktoré ndm umoznia spojit matematicku
analyzu a ekonémiu pomocou rieSenia jednoduchych problémov spojitého uUrokovania.
V prikladoch neuvazujeme o zdaneni Urokov. Pri tvorbe uloh sme sa insSpirovali literattdrou od
autorov Barnet et al. (2008), Grin¢ova (2012), Molndrova (2012), Pir¢ & Grincova (2008).

Priklad 1

Sporitel sa rozhodol vloZit sumu Qg do banky, ktora poskytuje pri spojitom urokovani
nomindlnu Urokovu mieru 3,4% p.a. Zistime, za aky €as sporitelovi vzrastie tato suma aspon
1,8-krét.

Riesenie: Matematicky vyjadrime sumu, hodnotu buduceho kapitdlu, ktord je aspon 1,8-krat
vacsia ako vklad: Q>18-Qq. Do vytvorenej nerovnice dosadime funkciu exponencidlneho

rastu Q=Qg -e293# a vyjadrime premennui t: Qp -e®*%3* >18.Qy =t > 0|23’24(0brézok 2)

Q

41 In(1.8) Qp = 1
g 0.034 @
3.
f: Q - QO . e0.034t
24
A[17.29,1.8Q] g:Q=1.8Q

1.
O T

0 10 20 30 40 50 60 70 80 t

Obrdzok 2

Pri hladani rieSenia pomocou softvéru GeoGebra, kedZe nepozndme Q ani Qg, vyuZijeme
nastroj ,,posuvnik”. Vytvorime v nakresni objekt, pomocou ktorého mézeme menit hodnoty
Cisla, v naSom pripade hodnoty Q. Na obrazku 2 je rieSenie Ulohy ak Qy =1. Zo suradnic
bodu Ae f mg vieme vyslovit zaver. Sporitelovi vzrastie vloZzena suma aspon 1,8-krat o 17
a pol roka. Ak by sme vytvoreny materidl ulozili ako interaktivhu prezentaciu, Studenti
pomocou posuvnika moZu sledovat ako sa meni obrazok pri zmendch hodnét Q. Napriklad
na obrazku 3 je rieSenie ulohy ak Qy =30.
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Q Qy =30
150 - .
. In(1.8)
— 0.034
. O — O . 0034t
1004 F:Q@=0Qo-e
50
A[17.29,54] g:Q=1.8Qp =54
0 T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 t

Obrazok 3
Priklad 2

A) Aku sumu penazi musi vloZit sporitel do banky, ak chce mat o 15 rokov na danom ucte
minimalne 10 000€ ?

B) Vyjadrite vztah medzi vkladanou hodnotou kapitalu a di?kou Urokového obdobia pri
oCakavanej hodnote buduceho kapitalu 10 000€.

Vklad bude dlhodobo spojito urokovany nominalnou urokovou mierou 4,2% p.a.

Riesenie:

A) Do funkcie exponencidlneho rastu dosadime Udaje zo zadania ulohy a dostaneme funkciu

vyjadrujucu vztah medzi pévodnou hodnotou vkladu a budidcou hodnotou vloZzeného

kapitdlu po 15 rokoch: Q =Q, .e004215 kede na Gite chceme mat minimalne 10 0000E,

v , : 10 000
pocitame nerovnicu: Q >10 000= Q, .e004215 > 10 000= Q 2 —o63 -
0
Q
150001 f:Q=Qq- e’
Q > 10000
””””” A [5325.92,10000]
10000
5000- Qo = 0,63
0
0 3000 6000 9000 12000 15000 18000 Q@

Obrazok 4

Pri grafickom rieSeni Ulohy (Obrdzok 4) vidime, Ze aj ked sme na vyjadrenie funkcie
reprezentujicej vztah medzi pévodnou hodnotou vkladu a budicou hodnotou vloZzeného
kapitalu vyuzili exponencialny model rastu, tento vztah pri danej urokovej sadzbe aj danej
dizke Grokového obdobia nemé exponencialny charakter. Grafom takejto funkcie pri danych
vstupnych udajoch je priamka. Ak chceme najst rieSenie, zobrazime v GeoGebre graf funkcie
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10 000

Q :Qo-eo'042'15 a rieSenie nerovnic Q=>10000, Q 263 Vysledok prikladu
a0

odcitame zo suradnic bodu A. Ak chce mat sporitel o 15 rokov na danom uUcte minimalne
10 000€, musi vloZit do banky minimalne 5 326€.

B) Aby sme vyjadrili vztah medzi vkladanou hodnotou kapitélu a dizkou urokového obdobia,
do funkcie exponencidlneho rastu Q =Q, .e2042t gosadime hodnotu buddceho kapitalu

o 10000 .
Q =10000 € a vyjadrime Qy: Qp = e0'0—42't (obrazok 5).
Qo
10000 -
[5,8105.84]
A [15,5325.92]

5000 A b = 5
C[25,3499.38] . B 10000
a:t=15 f:Qo= £0,042-¢
c:t=25
0 T
0 10 20 30 40 t
Obrdzok 5

Z grafickej interpretacie (Obrazok 5) vidime, Ze vztah medzi vkladanou hodnotou kapitalu
a dikou Urokového obdobia ma exponencialny charakter. Funkcia je klesajuca. Vyslednu
sumu 10 000€ ziskame za nizSiu vkladanu sumu pri dlhsej dobe Urokovania. Napriklad pri 5
rokoch Urokovania musime vloZit na dany Ucet 8106€ ale pri 25 rokoch Urokovania nam staci
vloZit sumu 3500€ (obrazok 5).

Priklad 3

Akl sumu peniazi musi vloZit sporitel do banky, ak chce mat o 220 dni zisk 60€?

A) Vklad bude spojito urokovany s nominalnou urokovou mierou 2,5%.

B) Sporitel bude musiet vlozit vyssiu alebo nizsiu sumu, ak vzhladom na obdobie Urokovania
kratSie ako jeden rok, banka wvyuZiva na vypoclet exaktni metddu jednoduchého
urokovania s rocnou urokovou mierou 2,5%?

Riesenie:

A) KedZe vklad bude spojito urokovany, vyuZijeme model exponencidlneho rastu podobne

ako v prikladoch uvedenych vysSie. Vyjadrime vztah medzi ziskom x a vloZenou sumou Qg :

5220

O’O S
Q=Q+X=>Qy+x=Qy-e 365 Qp i# (Obrazok 6)
e -1

RieSenie pomocou softvéru GeoGebra mozeme ziskat napriklad ako prienik grafu funkcie

X . . - y , oo y
f:Qoz—220 apriamky p:Xx=60. Vidime, Ze vztah medzi ziskom a vloZenou
0,025——
—1+e 365

sumou nema exponencidlny charakter, ale ide o priamu Umernost, ktoru graficky
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charakterizuje priamka. Zo suradnic bodu Ae f N p vieme vyslovit zdver. Ak chce mat

sporitel 0 220 dni zisk 60€, musi na Ucet, ktory je spojito Urokovany s nominalnou Urokovou
mierou 2,5% vlozit 3952¢€.

Qo p:x =60
-
6000 ) _
f: Qo= 0025220
4000-
A [60, 3951.89]
2000
0
0 20 40 qo 80 100 120 140 T

Obrdzok 6

Ak by sme vytvoreny material ulozili ako interaktivnu prezentaciu, Studenti m6zu ,,pomocou
uchopenia a pohybu priamky” p: X =060 sledovat, ako sa meni velkost vkladu pri zmendach

ocakdvaného zisku pri nezmenenej dobe Urocenia (220 dni). Napriklad na obrazku 7 je
rieSenie ulohy, ak p:x=100.

Qo
6000 - A [100, 6586.49]

T

J: Qo= —omm =
£0:02 220 1

2865 —

4000 -

p:x =100
2000 A

0 20 40 60 80 1bo 120 140 T

Obrazok 7

RieSenie mbzeme ziskat aj nasledovnym sp6sobom. Vyjadrime vztah medzi vloZenou sumou
Qg a dlZzkou Uro¢eného obdobia t pre zisk 60€:

: 60 .
Q=Qp +60= Qg +60=0Qq 0025t Qo = SO (Obrazok 8)
00,025t _q
. . 60 . . . . .
Zobrazime graf funkcie f :Q = ol - Tato funkcia mda exponencidlny charakter a je
e -1

klesajuca, pretoze ¢im je kratSia doba Urokovania, tym musi byt vklad vyssi. KedZe premennt
t chceme sledovat v poctoch dni anie vrokoch, pouZijeme nastroj posuvnik, napriklad
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v rozsahu 0 az 1095, teda rozsah poctu dni troch rokov. RieSenie ndjdeme ako prienik grafu

funkcie f apriamky p:t= % Zo suradnic bodu Ae f m p vieme vyslovit zaver.

5000 -

4000

3000 -

2000 A

1000 A

Qo

Obrdzok 8

Pohybom posuvnika moZeme pri interaktivnej forme sledovat ako sa meni vklad pri réznych
dobdch urocenia pri rovnakom zisku 60€. Napriklad na obrazku 9 je rieSenie ulohy ak d = 730

5000 -

4000 A

3000 -

2000 -

1000

Qo

60 ] d

. — = —
f: Qo= e0.025:¢ _ 1 P 365

Obrdzok 9

u
B) V pripade jednoduchého urokovania vkladu vyuZijeme vztah: PV =—, kde PV - je

-t

zaiatoéna hodnota vkladu, U- je Urok, i- je Grokova sadzba, t- je dizka urokového obdobia.
Vyjadrime vztah medzi zaciato¢nou hodnotou vkladu PV a Grokom u:

PV =

730.
u 6= 11 U (Obrazok 10)
0,025. 222

365
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PV
p:u =60
9000-
u
:PV= ———~
! 0,025 . 22
6000-
A [60, 3981.82]
3000-
0
0 30 40 90 120 150 180 T
Obrdzok 10

,Uchopenim a pohybom priamky“ p, moZeme pri interaktivnej forme obrazka 9, sledovat
zmenu vkladu pre r6zne uroky pri konstantnej dobe Urokovania (220 dni).

RieSenie moézeme ziskat aj nasledovnym spdsobom. Vyjadrime vztah medzi zaciatocnou
hodnotou vkladu PV a poc¢tom dni Urokovania vkladu t:

60 876000 ) . ) )
PV = T , kde t- je pocet dni (Obrazok 11)
0,025- ——
365
PV B 60 p:t =220
12000 © 0,025 3;5
9000
6000
A [220,3981.82]
30004
0
0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360 f

Obrazok 11

Opat, mozeme pri interaktivnej forme obrazka 10 sledovat, pri konstantnom zisku 60€,
zmenu vkladu pre rézny pocet dni Urokovania.

Z obrazkov 10,11 vyplyva, Ze sporitel musi vloZit do banky sumu 3982€ v pripade, Ze banka
pouziva exaktni metdédu jednoduchého Urokovania pri dobe uUrokovania kratSej ako jeden
rok. Sporitel by teda musel vloZit do banky vyssiu sumu (o 30€) ako pri spojitom urokovani,
kedy mu staci vlozZit 3952¢€.



Janka Drabekova, Martina Grofova: Riesenie Uloh spojitého urokovania ... 27

Zaver

Aplikacia modelu exponencidlneho rastu, v ramci spojitého Urokovania, je velmi jednoducha
a efektivna pri ekonomickom rozhodovani kazdého z nas. Na uvedenych prikladoch sme
zdoraznili nepopieratelnd vazbu medzi matematikou aekondmiou. Obrazovo-nazornu
reprezentdciu skimanych problémov sme dosiahli pomocou softvéru GeoGebra.

Vytvorili sme interaktivne konstrukcie, ktoré maju uplatnenie aj vo vyu¢ovacom procese.
Studenti Slovenskej polhohospodarskej univerzity v Nitre rieia podobné problémy v ramci
svojich bakaldrskych prac ainteraktivne Studijné materidly mézu vyuzZivat vo vyucbovom
prostredi LMS Moodle.
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Abstract

For mapping of development and level of key competencies of students in mathematics, particularly
competencies: analysing situations, revaluation possible strategies of solving and choice and description of
original solving process, are appropriate open mathematical problems. For solving open problems, requiring
mathematical inquiring, students do not use customary techniques or simple application of standard
algorithms. Assessment of solution of open tasks and mathematical inquiring also requires nonstandard
approach of assessor. In this paper it is proposed a concept of observing a solving process of students and
assessment of specific aspects of open mathematical problem solving. Solutions are demonstration of higher
level of mathematical thinking of students in geometry. The proposed system of rubrics (tables of assessment)
indicates revealed demonstrated mathematical competencies of students in assessed solving process. Rubrics
were compiled with the aim on assessment of mathematical knowledge of students based on performance
standard according to State Education Programme of Slovak Republic.

Keywords: mathematical competencies, mathematical open problem, rubric (table of assessment)

Classification: F90

Uvod

Snahou ucitela matematiky by malo byt podporovanie rozvoja znalosti a schopnosti
u kazdého ziaka; nielen naucit Ziakov zakladné vedomosti, ale postupne zvySovat ich Uroven.
Vo vyucovani matematiky su zname rézne aktivizujice metddy, pomocou ktorych je mozné
podporit zdujem Ziakov o matematiku, s ciefom zvysit Urovern matematického myslenia.
AvSak mozZe byt narocné sledovat postupné zlepSovanie u kazdého Ziaka osobitne. Cielom
prispevku je navrhnut rubriky, na zaklade ktorych je moZné v riesitelskom postupe
geometrického problému pozorovat a analyzovat jednotlivé Urovne matematickych
kompetencii a vedomosti Ziaka.

Ako teoreticky zdklad bola vyuZitd van Hieleho schéma Urovni porozumenia geometrii.
Kazdej definovanej urovni boli pridelené nalezité matematické kompetencie, ktoré je
nasledne mozné identifikovat v rieSitelskom postupe Ziakov.

*Corresponding author; email: kristina.bulkova@ukf.sk
DOI: 10.17846/AMN.2016.2.2.28-34
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Pre prehladnejiie pozorovanie matematickych kompetencii bol vyuZity inovovany Statny
vzdeldvaci program (iSVP, 2015), ktory vymedzuje obsah vzdeldvania a vykonovy $tandard v
matematike pre Ziakov gymnazii.

Teoretické vychodiska

,Geometria je ndstrojom pre Studium axiomatickych systémov, médiom pre prezentdciu
redlneho sveta a vizualizaciu matematickych myslienok.” (Handbook for Teachers, 1992, s.
23). Geometrické objekty sa nachadzaju vsade okolo nas a geometria je uz od pociatku
vyvoja ludského vzdelania nevycerpatefnym zdrojom pre tvorbu a rieSenie matematickych
problémov. Podstata geometrie tak ddva moznost pre ucitefov vyuzivat Ulohy, vdaka ktorym
vidia Ziaci spojenie matematiky sreadlnym svetom, aj prostrednictvom otvorenych
matematickych problémov.

Pre hodnotenie Urovne porozumenia geometrii je nevyhnutné brat do Uvahy mnoho
aspektov; od zdkladnych znalosti az po pracu s axiomatickymi systémami. Usinskin (1982, s.
3-7) uvadza van Hieleho schému piatich Grovni porozumenia geometrii. Ziaci na pociatoénej
urovni sa rozhoduju len na zaklade vnimania, nie zdévodnovania. Poznaju zakladné nazvy
Utvarov a rozoznavaju ich len na zaklade ich vzhladu. V druhej Grovni uZ vedia urcit vlastnosti
jednotlivych utvarov, pripadne ich pomenovat. Avsak to, ¢i sa jednd o postacujucu alebo
nutnu vlastnost k popisaniu Utvaru, je Ziak schopny rozlisit aZz na tretej Urovni. Na zaklade
chapania vzajomnych vztahov v geometrii je potom Ziak schopny odévodnit svoj postup,
respektive obhajit dokaz rieSenia, neformalnou argumentaciou. V nasledujlcej Urovni uz Ziak
dokaze skonstruovat dokaz, pricom vyuZiva ziskané vedomosti o postacujucich a nutnych
podmienkach a znalosti axidm a definicii. DOkaz sporom a nepriamy dokaz vie Ziak
skonstruovat na najvyssej Urovni ovladania geometrickych poznatkov. Na najvyssej Urovni je
Ziak schopny vytvarat a porovndvat matematické axiomatické systémy.

Rovnako tak aj matematicka kompetencia sa prejavuje v réznych stuprfioch a pozostava zo
schopnosti aochoty pouzZivat matematické spdsoby myslenia. Matematické sposoby
myslenia sa prejavuju v uplatiovani logického a priestorového myslenia a prezentdcie
matematickych vedomosti v nich, prostrednictvom vzorcov, modelov, diagramov, grafov
a tabuliek (Blasko, 2010, s. 44).

Statny pedagogicky Ustav (SPU) uvadza viSVP (2015, s. 2), pre predmet matematika,
definiciu matematickej kompetencie, ktord stanovil Eurdpsky parlament, ako schopnost
rozvijat a aplikovat matematické myslenie pre rieSenie rdéznych problémovych situacii
v kazdodennom Zivote. Existuje viacero ndhladov pre rozdelenie matematickych
kompetencii. Struktira kompetenéného modelu, ktort v prispevku predstavujeme, bola
zostavend na zaklade Studia viacerych vyskumov a neskér aplikovand do vychovno-
vzdeldvacieho procesu hodin matematiky. Luka¢ a Sekerdk (2001, s. 61) vymedzili dvanast
kategorii schopnosti, ktoré by mal Ziak pocas studia matematiky na gymnaziu nadobudnut, a
to: matematické myslenie a usudzovanie, pojmy, fakty, tvrdenia a postupy v matematike,
vyuzitie symbolickych, formalnych atechnickych vyjadreni a operdcii, znazornenie
a popisanie matematickych objektov a situacii, poloZenie otdzky, na zaklade ktorej nasleduje
vymedzenie problému ajeho rieSenie, matematické modelovanie, matematicka
argumentacia a dokazovanie, pouzivanie pomoOcok, komunikacia, praca s informaciami,
kompetencie tykajuce sa postojov a hodnotového systému, persondlne ainterpersondlne
kompetencie.
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Zostavenie rubrik

Aktivizujuce metdédy vyucovania matematiky vyuZzivaju zadavanie otvorenych matematickych
problémov. Ocakavanym vystupom rieSenia otvorenych matematickych problémov by pre
ucitela nemal byt len fakt, Ze Ziaci dokdzu problémy vyriesSit. Pri rieSeni otvorenych uloh
a problémov nie je automaticky jasny postup rieSenia resp. nacviceny algoritmus, ale Ziak by
mal k rieSeniu pristupovat tvorivo. Preto je dbleZité pozorovat a analyzovat, ktorym smerom
sa matematické myslenie pri rieSeni otvorenych matematickych problémov u Ziakov rozvija.
Pri hodnoteni Ziackych rieSeni tak nie je najddleZitejsSia iba spravnost vysledku. Rovnaky
podiel na posudeni Uspesného ¢i vyhovujuceho rieSenia ma i cesta, ktorou sa Ziaci v rieseni
uberali. V slovne opisanom postupe rieSenia je mozné sledovat, aké matematické nastroje
Ziaci vyuzivaju.

Vhodnym prostriedkom na posudenie Urovne vedomosti Ziaka a hodnotenie prejavenych
matematickych kompetencii v rieSeni otvoreného matematického problému je tzv. rubrika,
ktord ma formu hodnotiacej tabulky. Pojem rubrika na hodnotenie je relativne novym
pojmom v tedrii vyuCovania matematiky. Brookhart (2013) definuje rubriku ako uceleny
subor kritérii na pracu Studentov, na zadklade ktorych popisuje jednotlivé stupne
matematickych kompetencii Ziakov. V rdmci Slovenskej republiky je systém rubrik opisany
v dizertacnej praci Meranie kvality matematického vzdeldvania — rubriky na meranie kvality
formativneho hodnotenia (Huberidkova, 2016, s. 25 - 26). Sp6sob zostavenia rubrik sa
v stipcoch odvija od Grovne zvladnutia hodnoteného atributu a v riadkoch su sledované u?
konkrétne hodnotené atributy, v tomto pripade matematické kompetencie.

V Tabulke 1 je uvedena rubrika Urovni matematickych kompetencii, ktoré su priradené
k prislusnej Urovni van Hieleho schémy.

Tabulka 1: Rubrika trovni matematickych kompetencii

Van Hieleho KOMPETENCIE st.
schéma
. Zivani 6cok
VIZUALIZACIA | POUZVan'e pomocok 1
praca s informaciami
ANALYZA matfe.rr?atlcke po.Jm}/, fakty, t\{rdenla a postu.pyl . . o 5
pouzitie symbolického, formalneho a technického vyjadrovania a operdcii
ABSTRAKCIA znazorno?/anlle a pop!sovanle matematlckych objektov a situdcii, prezentdcia 3
matematické myslenie a usudzovanie
DEDUKCIA matevma.tické,argumentécia,-dékaz ' . o 4
poloZenie otdzky, vymedzenie problému a jeho rieSenia
AXIOMATIZACIA | matematické modelovanie 5

SutaZz Matematicky B-deri a otvorené problémy z matematiky pre Ziakov gymnazia

Od roku 2011 sa na Slovensku konad kaZdoro¢ne timova sutaz vrieSeni otvorenych
matematickych problémov Matematicky B-den. V spolupraci s Freudenthalovym instititom
predstavuje sutaz Matematicky B-dern formu zallefiovania objavného vyucovania
matematiky do povedomia. Sutazny tim sa sklada z troch alebo Styroch Ziakov. Hlavnou
myslienkou sutaze je rieSenie otvoreného matematického problému, preukazanie
matematického myslenia v tzv. matematickom skimani, samozrejme, na uUrovni vedomosti
z matematiky, ktoré su pozadované na gymnaziu. RieSenia musia jednotlivé timy spisat jasne
a zrozumitelne pre kazdého Ccitatela (PRIMAS, 2012). UkdZka je zo zadania, ktoré bolo
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pouZzité v sutazi Matematicky B-den 2015. V ramci Slovenskej republiky sa do minuloro¢ného
kola sutaze zapojilo 138 Ziakov z 13 gymnazii v Nitre, Banske] Bystrici, Su¢anoch, Bratislave,
Kogiciach, Ziline, Poprade a Michalovciach.

Uloha: Dany je rovnoramenny trojuholnik ABC; bod M je stred strany AC. Bod F leZi medzi vrcholmi

B a C trojuholnika ABC vo vnutri strany BC. Priamka FM pretina priamku, na ktorej lezi strana AB

vbode E (Obrazok 1). Dokazte, zZe usecka EF je dlhSia ako usecka (strana trojuholnika) AC.
(Matematicky B-den, 2015).

Obrazok 1: Zadanie ulohy,, Trojuholnikovd geometria“

Pre hodnotenie rieseni Uloh a problémov, ktoré Ziaci v sutazi Matematicky B-den vytvoria, je
mozné zostavit konkrétnu rubriku na postudenia a analyzu Urovne vedomosti z geometrie
a geometrického myslenia. Opisy jednotlivych Grovni boli vybrané ziSVP, PoZiadavky na
vedomosti a zru€nosti Ziaka gymnazia. Opisy zodpovedaju prislusnej téme vo vyucovani
geometrie. Urovne respektuju kompetencie podla Tabulky 1.

Tabulka 2: Rubrika trovni prejavenych vedomosti Ziakov

TROJUHOLNIKOVA GEOMETRIA (ZADANIE 1) st.

Ziaci pracovali s naértom.

Ziaci vedeli pomenovat zakladné Gtvary.

Ziaci vymenovali vlastnosti pravouhlého trojuholnika.
ANALYZA Ziaci vedeli uviest znenie Pytagorovej vety a goniometrické vztahy v pravouhlom trojuholniku. 2
Ziaci vedeli urit, ¢i st dva trojuholniky zhodné alebo podobné.

Ziaci pouzili vlastnosti zhodnosti a podobnosti vo vypoctoch a pri odvodzovani dalsich vztahov.
ABSTRAKCIA | Ziaci pouzivali geometriu pravouhlého trojuholnika na vypocet velkosti uhlov a dizky stran. 3
Ziaci vysvetlili ddkaz na zaklade neformalnej argumenticie.
Ziaci vyuzili znalosti aj z inych oblasti matematiky
DEDUKCIA Ziaci vedeli dokazat pravdivost s prislu$nou matematickou argumentaciou. 4
Ziaci aplikovali zakladny druh dékazu.

Ziaci uviedli matematicky ddkaz zalozeny na zaklade vytvorenych predpokladov.
Ziaci vyhodnocovali matematické zavery, na zaklade ich predoglého skimania.

VIZUALIZACIA

AXIOMATIZACIA

Na zaklade takto zostavenych rubrik moéZeme nahliadnut, na akej GUrovni boli prejavené
kompetencie v geometrickom mysleni v rieSeni otvoreného problému, a zaroveri porovnat
vedomosti Ziakov s pozZiadavkami, ktoré definuje iSVP.

Ukazka vyuzitia rubrik pri hodnoteni zZiackych rieseni tlohy

Schopnost dokazat matematické tvrdenie v sebe zahfiia matematické kompetencie, ktoré
dokazuju vyssiu Uroveri matematického myslenia. Zadanie zo sitaze Matematicky B-deri2015
(Uloha vid. vy$sie) ma poziadavku vytvorit geometricky dokaz. Ziaci vo svojich rieeniach
vyuzili rozne postupy, z ktorych boli pre porovnanie vybrané odlisné riesenia.
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RiesSenie A Ziaci opisali nasledujucou logickou Uvahou: ,Nakreslime si obrdzok podla zadania.
Cielom ulohy je dokdzat, Ze usecka EF je dlhSia, neZ usecka AC. Jeden zo spésobov, akym by
sa dala uloha riesit, je otdcat bod F okolo bodu E a bod C okolo A, a to do takej pozicie, aby
boli obe usecky vodorovne. Ztoho vidime, ktord usecka je dlhSia, ato EF.” Pre grafické
znazornenie rieSenia (Obrazok 2) Ziaci vyuzili program Geogebra.

F
@

Obradzok 2: Riesenie A ulohy, Trojuholnikovd geometria“

RieSitelia B (Obrazok 3) riesili ulohu pomocou symbolického zapisu, matematickou
argumentaciou a vyuzitim znalosti o trigonometrii, goniometrickych funkcii pravouhlého
trojuholnika a Pytagorovej vety.

t

\%CF&

F &

Obradzok 3: Riesenie B ulohy , Trojuholnikovd geometria“

Bod M je stredom prepony trojuholnika ABC, ¢o ponuklo Ziakom moZnost dalej uvaZzovat o
strednych prieckach MP; a MP;. Trojuholnik ABC je rovnoramenny, a tak plati:

a

Dalej uvaZovali dva pravouhlé trojuholniky P2ME a P:FM. Trojuholniky maji zhodny uhol a,
pretoze uhly <P,ME a <P,;FM su sthlasné. Dizku usecky FE vyjadrili ako stcet dizok prepdn
trojuholnikov P2ME a P:FM, a tie vyjadrili na zaklade sinusu a kosinusu uhla a v pravouhlom
trojuholniku nasledovne:
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a 1 1
\FE| = |MF| + |ME| = —x( — 4 )
2 sina  cosa
Takto odvodenu dizku tsecky postavili vacsiu ako dizku prepony trojuholnika ABC, vyjadrend
vo véeobecnom tvare pomocou Pytagorovej vety. Po porovnani vyjadrenych dizok Useciek
uviedli na zaver diskusiu o rieSeni v intervale, ktory je pre spravne rieSenie ulohy vyhovujuci.

Diskusia

Porovnanim uvedenych rieSeni so zostavenymi rubrikami moZeme pozorovat prejavené
kompetencie Ziakov pri dokazovani geometrického problému, ako aj identifikovat, Cci
poznatky zodpovedaju iSVP pre vyu€ovanie matematiky na gymnaziach.

Tim Studentov pri rieSeni A zvolil konstruktivny typ dokazu s vyuzitim rotacie uUsecky okolo
bodu. Jedna sa o napadity a jednoduchy spdsob, ako ukazat spravnost tvrdenia. Avsak v ich
postupe rieSenia nie je zjavna schopnost matematickej argumentdcie. Inymi slovami, aj
napriek preukazaniu schopnosti vnimat suvislosti medzi matematickymi objektmi aich
vlastnostami, vyuZili pri svojom opise riesenia neformalnu argumentdciu. Napriklad namiesto
vyjadrenia ,usecky su vodorovne“ bolo potrebné aby pouzili formuldciu ,usecka je
rovnobeznd s ramenom trojuholnika“. Moino teda urcit, Ze na zaklade prejavenych
kompetencii v rieSeni zadania, Ziaci timu A dosahuju tretiu Uroven chapania geometrie.
DOkaz zadania vrieSeni B je matematickd argumentacia postavena na odvolavani sa na
platné matematické vety a vlastnosti objektov, s ktorymi Ziaci pracovali. Na rieSeni je zrejmé,
Ze Ziaci su si vedomi potreby matematického myslenia a usudzovania a vzdjomnej
prepojenosti vztahov a vlastnosti objektov. V tomto pripade Ziaci prejavili kompetencie
rozvinuté na Urovni dedukcie, Uroven styri.

Vzhladom na opis kompetencii podla Tabulky 2, je na citovanych a analyzovanych Ziackych
rieSeniach A a B vybranej ulohy, moZné pozorovat rézne stupne uplatfiovania vedomosti
ziskanych na hodinach matematiky.

Je potrebné podotknut, Ze matematické kompetencie neboli v rieSeniach A a B, sledované
u jednotlivca, ale vramci Ziackych timov. Pre komplexnejSie zhodnotenie skupinovej
spoluprace pri rieSeni problému by bolo potrebné sledovat aj vzajomnu interakciu
a komunikaciu medzi ¢lenmi timu.

Zaver

Vyznam sledovania a analyzy rieSitelského postupu Ziakov pri rieSeni otvoreného
matematického problému v geometrii je vyzvou pre kazdého hodnotitela. Pre ucitela, ktory
je zvyéajne primarnym hodnotitefom Ziakovho vykonu v matematike, je podstatné vediet, na
akej Urovni maju zZiaci rozvinuté vedomosti a zru¢nosti.

Schopnost dokazat matematické tvrdenie je ukazovatelom vy$sej Urovne matematického
myslenia. Sledovanie jednotlivych krokov v rieseniach Ziakov vie uditelovi dopomoct
k ureniu nedostatkov a medzier vo vedomostiach. Tabulka 1 a Tabulka 2 su origindlne
nastroje vytvorené pre hodnotenie a analyzu Ziackych rieSeni a predstavuju pilotny pokus
v uvedene] problematike.

Pre uditelov v praxi teda mézu uvedené rubriky poméct k sledovaniu vyvoja matematickych
kompetencii Ziakov. Na zaklade iSVP are$pektovanim zoradenych matematickych
kompetencii je mozné zostavit podobné rubriky aj pre iné tematické celky, ¢i Specidlne
otvorené matematické problémy.
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Abstract

This paper is focused on a problem of visualization and manipulating activities in educational process which are
related to geometrical loci in the Euclidean plane. Specifically, we present some didactic activities and their
impact to a development of students knowledge basis. The discussion at the end of the paper includes
feedback concerned with the didactic activities that we carried out with students.

Keywords: didactic activities, tools, geometrical locus, students.

Classification: D40, G43

Uvod

Geometrické vzdeldvanie tvori zaklad pre budovanie logického myslenia a rozvoja
priestorovej predstavivosti. V ¢lanku sa budeme venovat vyucovaniu tematického celku
geometrické miesta bodov z pohladu zaradenia rbéznych didaktickych aktivit, pouzitia
nazornych ucebnych pomoécok a experimentovania do samotnej vyucby. Uvedieme
konkrétne ukazky vhodnych aktivit pre Ziakov zakladnych aaj strednych $kol, ktorych
zaradenie do readlnej vyucby sme experimentalne overili prieskumnou sondou.

Rozne didaktické aktivity a pomocky vo vyucovani geometrie

Inovovany statny vzdeldvaci program (2015) pre gymndzia so Stvorroénym a patroénym
vzdeldvacim program obsahuje Statny vzdeldvaci program (dalej SVP) pre gymnazia
s osemroénym vzdeldvacim programom a aj SVP pre ostatné typy strednych $kél. Vzdeldvaci
$tandard je podla SVP rozdeleny na tematické okruhy.

Geometrické miesta bodov vo vyuéovani matematiky zahffia tematicky celok Geometria
a meranie, kde je presne vymedzena tematika (obsahom irozsahom) ,MnozZiny bodov
danych vlastnosti a konstrukcie®.

Objavovanie v geometrii prostrednictvom didaktickych aktivit, manipulécii alebo pouZivania
ucebnych pomocok vedie knadobudaniu neformalnych vedomosti Ziakov, taktiez
k utvrdzovaniu uz ich nadobudnutych vedomosti.
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DOI: 10.17846/AMN.2016.2.2.35-42
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Uhercikova — Haverlik (2007) uvadzaju, Ze didaktické aktivity su istou formou vzdeldvania,
tvorenou sledom rozmanitych vychovno-vzdeldavacich ¢innosti, organizovanych najma
v menSich skupindach, ktoré su priamo i nepriamo motivované ucitelom.

Didakticka aktivitu si ucitel vyberd sam a prispésobuje ju aj konkrétnym cielom, ktoré chce
dosiahnut a podmienkam, ktorymi disponuje. Zostavenie takychto didaktickych aktivit
je jeho sucastou pripravy na vyucovanie, pricom danu aktivitu si musi dobre naplanovat,
vratane pouzivania potrebnych u¢ebnych pomdcok.

Ucebnd pomdcka je sucastou didaktickych prostriedkov, t. j. ,vSetkych materidlnych
predmetov, ktoré zaistuji, podmienuji a zefektiviiuju priebeh vyucovacieho procesu".
(Skalkova J., 2008)

Pouzitie ucebnych pomobcok zefektiviiuje ucebny proces a pomaha Ziakom pochopit
matematickd podstatu poznatku, pricom zaradenie u¢ebnych pomocok do vyucby je vhodné
pre vsetky vekové kategorie. (Mink, D. V., 2004)

Didaktické aktivity zamerané na tematicky celok ,Geometrické miesta bodov*”

Nasledujuce ukdzky popisuju didaktické aktivity, ktoré sme zostavili a domnievame sa,
Ze suvhodné pre Skolski prax. Podla nasho ndzoru vedu klepSiemu osvojeniu
a porozumeniu suvislosti niektorych geometrickych miest bodov.

K tomuto zaveru nas vedu skusenosti, ktoré sme ziskali pri realizacii prieskumnej sondy.
Didaktické aktivity boli zrealizované so 42 Ziakmi dvoch tried 3. rocnika Stvorrocného
gymnazia v Nitre. Ziaci boli rozdeleni do 3 — 4 ¢lennych skupin, pricom v 1 triede bolo
vytvorenych Sest skupin Ziakov. Dve skupiny Ziakov vykondvali rovnakd aktivitu, pricom
vSetky skupiny spolu naraz realizovali tri z tychto aktivit. Potom kazda skupina prezentovala
svoju pracu pred vSetkymi. Kazdd aktivita trvala priblizne 10 — 15 minut na zaciatku
vyucovacej hodiny.

Aktivita 1: ,N3jdite os usecky”

Zadanie: Akd mnoZina bodov danej vlastnosti v rovine ma rovnaku vzdialenost od dvoch
koncovych bodov usecky? Pri rieSeni vyuZite len papier, fixky, Spagdt, lepiacu pdsku.
Pomécky: papier, lepiaca paska, Spagat, fixky

Popis aktivity: Pomocou Spagdtu mali Ziaci znazornit a na papier nalepit Usecku lubovolnej
dizky, pricom fixkou vyznaili koncové body danej tse¢ky (Obrazok 1).

Obradzok 1

Potom si nastrihali dvojice rovnakych Spagatikov, ktoré reprezentuju rovnaké vzdialenosti.
Jeden koniec nastrihaného Spagatika Ziaci prilepili lepiacou paskou na zaliatku usecky,
analogicky rovnako dlhy Spagatik prilepili do druhého bodu Usecky. Pri napnuti a sprdvnom
nasmerovani obidvoch Spagatov sa tieto Spagatiky Ziakom stretli v jednom spolo¢nom bode,
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ktory je rovnako vzdialeny od zaciatku aj konca Usecky. Dalej sme ich vyzvali, aby postupovali
analogicky, t. j. pouzili fubovolny pocet $pagétikov s inymi dizkami (Obrazok 2).

Obrdzok 2

Ziakom néasledne vznikali ,nad aj pod“ useckou novovzniknuté body, ktoré spojili inym
$pagatom. Ako je vidiet na Obrazku 3, Ziaci zndzorfiovali postupne body mnozZiny, ktora
je znama pod pojmom os usecky. Po experimentovani sme definiciou zaviedli samotny pojem
osi usecky.

Obrdzok 3

Aktivita 2: ,,Vymodelujte kruznicu”

Zadanie: Aké geometrické miesto bodov v rovine md rovnaku vzdialenost od jedného
pevného bodu? Pri rieseni vyuZite len papier, fixky so Spagdtom.

Pomocky: fixky, Spagat, papier

Popis aktivity: Ziaci si odstrihli $pagat s fubovolnou dizkou ana jeho obidvoch koncoch
si uviazali fixky. Spagat medzi oboma fixkami reprezentuje rovnaku vzdialenost dvoch bodov
(Obrazok 4).

37
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Obrazok 4

Na pripravenom papieri si Ziaci nasledne vyznacili flubovolny bod. Pomocou fixiek uviazanych
Spagatom prilozili jednu fixku (,pevnu“) na vyznaceny bod a pridrzali ju vtomto bode.
Druhou spojenou fixkou zaznacovali na papier lubovolny pocet bodov, ktoré su v rovnake;j
vzdialenosti od priloZenej ,,pevnej” fixky (Obrazok 5).

Obrdzok 5

Z Obrazka 6 je vidiet, Ze spojenim novovzniknutych bodov vykreslili Ziaci geometrické miesto
bodov — kruZnicu. Samozrejme, po experimentalnej ¢innosti sme opat definiciou zaviedli

pojem kruZnice.

Obrdazok 6
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Aktivita 3: ,,Poznate Talesovu kruznicu?“

Zadanie: Aka mnozZina bodov danej vlastnosti v rovine vznikne z vrcholov pravych uhlov
pravouhlych trojuholnikov, ktoré maju zhodnu preponu? Pri rieSeni vyuiZite len papier,
fixky, lepiacu pdsku, pravitko.

Pomdcky: farebny papier, noznice, pravitko, fixky, Spagat, papier

Popis aktivity: Ziaci si z farebnych papierov vystrihli niekolko pravouhlych trojuholnikov
so zhodnou preponou (Obrazok 7).

Obradzok 7

Na pripraveny papier si Ziaci mali narysovat fixkou use¢ku s dizkou prepony jednotlivych
pravouhlych trojuholnikov. Preponu niektorého vystrihnutého pravouhlého trojuholnika
potom Ziaci prikladali k narysovanej usecke, tak, Ze ju prekryvala. Pri vrchole s pravym uhlom
prilozeného trojuholnika vyznacili bod na predloZzenom papieri (Obrazok 8).

Obrdzok 8

Ziaci analogickym postupom prikladali dal$ie vystrihnuté trojuholniky k narysovanej prepone
so zhodnou preponou (Obrazok 9).

Obrazok 9
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Z Obrazka 10 je zrejmé, Ze z vyznacenych bodov (pri vrchole trojuholnika s pravym uhlom)
aj s koncovymi bodmi Usecky postupne dokazeme ,vykreslit” geometrické miesto bodov —
kruZnicu. Ziaci pochopili, Ze Gse¢ka, na ktoru prikladali prepony pravouhlych trojuholnikov, je
priemerom zndzornenej kruznice. KruZznicu sme vzmysle Standardnej terminolégie
pomenovali ako Tdlesova kruZnica.

Obrdzok 10

Diskusia a vyhodnotenie

Vytvdranie pojmov a predstdv cez ukdzkové ilustracie, materidlne pomocky a konkrétne
poznatky je jedna zo zdkladnych poZiadaviek vyu¢ovania matematiky.

Z pozorovania sa ukazalo, Ze Ziaci iniciativne prejavovali zaujem pri praci s poméckami. Podla
nasho zistenia, vacsina Ziakov bola spokojnd so svojim rieSenim uloh v rdmci popisanych
didaktickych aktivit. Napriek tomu, Ze bol v triede mierny hluk, aktivity Ziakov zaujali, pacili
sa im a aktivne na nich spolupracovali. Pozitivha bola pre nich kooperdcia sinymi Ziakmi
v skupinach, pretoZze mohli spolo¢ne rozobrat dany problém, a tak komunikovat
so spoluziakmi v pripade nejasnosti, vzajomnych otazok.

Vypozorovali sme, Ze aktivity a ich realizacia pozitivne vplyvali na tvorivi atmosféru v triede,
Ziakov ,,naladili” k dalSej praci. Domnievame sa, Ze pritina tejto motivacie je skrytd v takomto
$tyle ucenia. Ziaci sa totiZ v rdmci vyuéovacieho procesu v matematike nestretdvaju ¢asto
s moznostou experimentovat. Predmetna manipuldcia je sice limitovand fyzickymi
obmedzeniam modelu, ponuka vsak priestor pre tvorivé badanie a konstruovanie predstavy
o zdkladnych pojmoch aich vlastnostiach. Je zrejmé, Ze manipuldcia arieSenie uloh
v uvedenych aktivitdch viacerym Ziakom pomohlo k lepSiemu porozumeniu a ujasneniu
si matematickych vztahov z danej problematiky. Je urcite na diskusiu, ¢i nie je pre Ziakov
strednych $kdél neskoro, aby si predstavy o elementarnych Utvaroch budovali ako
stredoskolaci. Poznamendvame, Ze pre niektorych Ziakov boli uvedené didaktické aktivity
jednoduché, vacsina Ziakov by privitala ¢astejSie zaradovanie podobnych didaktickych aktivit
do vyucovania matematiky. Niektori sa vyjadrili, Ze by sa im pacilo prepojit jednotlivé aktivity
s beznym Zivotom.
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Po zrealizovani aktivit sme poZiadali Ziakov, aby nam uviedli spatnd vazbu v anonymnej
forme. Na zdver ponukame vyber niekolkych postrehov z priebehu uvedenych aktivit
od samotnych Ziakov (formalny prepis pod obrazkom):

e . —
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Obrdzok 11

- »Zaujimavy ndpad s kruZnicou”
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Obrazok 12

L»Aktivita bola super, zabavnd a velmi ma zaujala. Pomocou tej aktivity som si lahsie ujasnil
matematické vztahy v danom tematickom celku.”
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Obradzok 13

- ,Spestrenie hodiny
- zaujimava vizualizdcia definicie”
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Obrazok 14
- »zaujala ma lebo sme nieco také robili po prvy raz vébec

- pozitivne — skupiny
- lahsie si to ide predstavit”
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Obrdzok 15

LJAktivita nebola zId, podala ndm hravym spésobom ucivo, ktoré sme potrebovali vediet.”

o /ﬂyyﬁw 0, rer gl fudon A Mm i Ll e
Obrazok 16

,Dané matematické vztahy som chdpala aj pred tym. Ale myslim si, Ze vela ludom to
pomohlo a bolo to oZivenie hodiny.”
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Abstract

In mathematics we define several types of means. Probably the most known are the arithmetic and geometric

_ XX+ X

means. If we are given n nonnegative numbers xi, X, ... Xn; then the number A, N we call
n

the arithmetic mean and the number G, = A % Xy...X, we call the geometric mean of the numbers given. In

the first part of the paper with the use of functions’ their of more variables we will show that for each natural
number n A >G, applies. In the second part we will try to show the same, however, without using the

differential calculus.
Keywords: arithmetic mean, geometric mean, proof, differential calculus

Classification: E55

Introduction
When given n nonnegative numbers xi1, X2, ... xo. Then the number
X+ Xy +...+ X . .
A, = 12 N we call the arithmetic mean of the numbers xi1, X2, ... Xo». Number
n

G, =\/XX,...X, we call the geometric mean of numbers xi, X2, ... Xo. We will try to find the

relation between numbers A, a Gp.
Problem Al.

Divide the positive number k into two addends so their product would be the highest the
possible.

Solution.

(Seein [2]) Lets divide number k into two parts, which will be labeledasx a y (0<x<k; O
<y <k). Product of this two addends should be as high as possible, that is we search the global
maximum of the function s(x, y) = xy; while x +y =k applies. We can see, extreme of the two
variables function should be found s =s(x, y). However, it will be easier to calculate the global
maximum of the one variable function. s = s(x) = x(k — x); where xe€(0; k). When solving the

equation s'(x) = 0 we will get the stationary point uj =g. With the help of the second
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derivation s''(x) and comparison of the value_ S(gj with values s(0), s(k) we will find out,

that the function s(x) acquires its highest value in point uy = 3 It means, that the function

k k
s(x, y) acquires global maximum in the point X {E E} Soif0<x, 0Ly, x +y =k, then

2 2
xys%%:(gj =[%j . Thence implies, that

Mﬁxzy, thisis G, < A,.

Problem A2.

Divide the positive number k into three addends so their product would be the highest the
possible.

Solution.

(Seein [1]) Lets divide number k into three parts, which will be labeled as x, y a z (0<x<
k; 0<y<k; 0<z<k). Product of this three addends should be as high as possible, that is we
search the global maximum of the function s(x, y, z) = xyz; while x+y +z =k applies. Again,
we will make the problem easier —we will search global maximum of the two variable function

s(x, y) = xylk —x—y)

in the domain restricted by the lines x =0, y =0, x +y = k. When solving the scheme of
equation

we will get stationary points Uo[g; g}, U [0;k]; U,[k;0]; Us3[0;0]. It will be easily

k k
possible to show that the function s(x, y) acquires its highest value at the point U, {—; —]

3 3
. . . . k k k
It means that the function s(x, y, z) acquires global maximum at the point X, g;g; 5 .
k k k (k)Y (x+y+z)’
Thereforeif 0<x, 0<y, 0<z then Xxyz< §§§ =(§j =(%) applies. Thence it

follows that

3/xyz s%, thatis Gy < Ag.
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Problem A3.

Find the highest value of the n — extraction of the n positive numbers x1, X2, ... x» product
when conditioned that the sum of these numbers is equal to number k.

Solution.

(See in [1])

S(x1, X2, ... xn). We will set the Lagrange function

aL(xl,xz,...xn,k)_o
0% -
aL(xl,xz,...xn,k)_O
OXo -
8L(x1,x2,...xn,k)_0
X, -
8L(x1,x2,...xn,x)_0
o -
we obtain
AL ke 10 = Lemmx
% N n- nx
(X1 Xp oo Xg)
5L:l X Xgtent Xy 1+X=££+7w=0 = L=-nmx,
Xy n- n X,
(X - Xp oo Xy) 1
oL 1 XXXy +k:1£+7n=0 = L=-nx,
X, n n-1 n X,
(X Xg ..o Xy ) 1
oL
—=X+X+...+X,—k=0
Py 1 2 n
Since NAX; =NAX, =...=NAX,, the equality X =X, =...=X, have to apply. Thence out of
the equation %:0 it follows that x; =X, =...=X, =K. It could be verified, that the
n

In the previous sum we have found the maximum of the function

(X, Xoe- Xy ) =X X -... Xy, While X1+ X2+ ...+ X, = k applies. We say that by the equality
X1+ X2 + ... + Xp = k the bond is given, that is we calculate the fixed extreme of the function

L (%X, X e X L) = 3% Xo eee Xy +A (X + %o+ X, —K).

Stationary points will be found when solving the system of equations
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function s(xl,xz,...xn) acquires at the point XO[E;E;...;E} fixed global maximum. That
nn n
means

kk k_k_x+X+..+X,
nn 'n n n
applies, or G, <A, .

Problem B1.

Prove that for VX ,X, e R: X >1AX, <1=X +X, > XX, +1.

Solution.

(See in [3]) Probably Xx,<1<1-x,>0. Then 0<1—x, <x;(1—x)=x;+x,>1+
x1x, dueto 0 <1 < x;, what had to be shown.

Problem B2.
n
Prove that for x; € R*, i=1,2,...,n, and []L;x; = 1 applies in >n.
i=1
Solution.
(See in [4]) The sum will be proved by mathematical induction:
a) n=1: X, =1=x 21 trivially applies;

b) n=2: XX, =1=X +X,>2=1+XX, applies according to the sum B1, consider:

If XX, =1 then either X1 =X2=1 and the sum is trivial again and X +X,=2, or Xi#Xa.
Then x, =1/X, < X, =1/%, and without any loss on generality it is possible to suppose that
e.g. X >1IA(0<)x,<1. Then according to B1 it is obvious that X +X, > XX, +1, however
when XX, =1, then X +X,>2. When combining the trivial and the general parts we get
the affirmation in the form for n=2: XX, =1=X +X, 22=1+XX,.

c) Lets follow in the induction generally. When x, =1for V i =1, 2.... n, the affirmation applies

trivially (with the character of equality).

k k
Let for x; € RY, i=1,2,...,n, holds 1_[Xi =1= in >k . Assume now that for y; € R¥,
i=1

i=1
j=1,2,...,n+1, holds 27211 y; = 1. Without any loss of generality of the sum we will re-
label the numbers,so y; <1 and y, > 1.

Then (1—-y,)(1—y,) <0, or 1+y,y, <y; +y,, and we obtain 1+ y,y, +y; + -+
Yns1 SY1+ Y2+ Y3+ o+ Ypga.
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n+1

Mark  x; = y1Y2, X3 = Y3, 0, Xn = Yns1- Then [l x =[1727y; = On base of
induction hypothesis Y., x; = n. Then we have

X =yiy, +Xj23y; =n andso 1+ yy, + X5y, =2 1+ n.
But y; +y, =21+ y,y,, so
Vi+y, + X3y = 1+, finally Y1y, > 1+n.

Problem B3.

Prove that for: Vx eR" prei=12,..n plati:G, = n/l_[xi SEZXi =A, (thus the
i-1 N5

geometric mean G, of positive real numbers x; is smaller or at a most equal to the arithmetic
mean A, of these numbers).

Solution.

(See in [3]) If the inequality that have to be proved will be simply turned into the form
1 n n n in
=2 x2:[[% and multiplied by the term ———, we will get —=—2>n. Lets label
n 4= P f

i=1 1 n HXi N HXi

i i=1

X in n

L_ =y.. Probably i‘%zZyi , where y, >0 for Vi=12...n. Finally, the reader will

”Hxi "Hxi i=1

i=1 i=1

. [Ix  IIx

consider that ﬁyi :H ni =—1 =" -1 50 the numbers Y, =+
i=1 i=1 N . n Xi ) .
) ({ffis) 1 1

meet the requests from the sum B2 thanks to what the proved inequality G, < A, applies.

Conclusion

Using two different strategies (based on applying of differential calculus of function of more
variables and using mathematical induction too) we have shown a well known inequality
between geometric mean and arithmetic mean. We are sure there could be illustrated further
extension and generalization of this relation. Namely more complex inequalities could be

is

demonstrated using college knowledge, such as H, <G, <A, <K, where H,_

. ’1 3 ) )
harmonic mean and K, = _inz is quadratic mean.
Nz

Zi

= X
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