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Abstract

This paper is devoted to the mathematical heritage of Galileo Galilei, the recognized Italian Renaissance
mathematician, physicist, astronomer and philosopher. The contents of Galileo’s work known as Dialogues
Concerning Two New Sciences, which was translated into the Slovak language within a project supported by
the Cultural and Educational Grant Agency of the Slovak Republic, provide clear evidence that Galileo was not
only a physicist, but also a distinguished mathematician among his contemporaries, who left his mark in the
history of mathematics. In addition, in this paper we deal with the relation between mathematics and physics
with emphasized focus on several other great mathematicians who are generally perceived only as physicists or
inventors.

Keywords: Galileo Galilei, mathematics, physics, history of mathematics.

Classification: A30, M50

1 Uvodné poznamky

Vtomto ¢lanku sa budeme zaoberat matematickym odkazom  vyznamného
talianskeho matematika, fyzika, astrondma a filozofa obdobia renesancie Galilea Galileiho
(1564 — 1642). D6vod je pomerne prosty. Tato téma istym spésobom vyplynula z rieSenia
projektu Kulturnej a edukacnej grantovej agentury (KEGA) s ndzvom ,VyuZitie pévodnych
matematickych demonstrdcii a fyzikalnych pokusov, ktoré pouZil Galileo Galilei v mechanike a
pohybe telies vo vyucovani na zdkladnych a strednych Skoldch” na PF Katolickej univerzity
v Ruzomberku a na FPV Univerzity KonStantina Filozofa v Nitre.

Projekt je zamerany na spracovanie revolu¢nych myslienok a postupov, ktoré v roku 1638
uverejnil Galileo Galilei vo svojom vrcholnom diele ,Discorsi e dimostrazioni matematiche,
intorno a due nuove scienze attenenti alla mecanica & i movimenti locali“ (Rozhovory
a matematické dbkazy o dvoch novych veddch, o mechanike a pohybe telies). V dalSom
budeme &asto pouzivat iba skrateny nazov tohto diela Discorsi*.

Tymto dielom, ktoré bolo uverejnené na sklonku Galileiho Zivota (a to v rodnej taliancine
a nie latincine, ako byvalo zvykom u vedeckych prac), Galilei polozZil zaklady novej vednej

*Corresponding author; email: jfulier@ukf.sk

fCorresponding author; email: stefan.tkacik@ku.sk

*V anglickych prekladoch tohto diela sa spravidla pouZiva nazov Dialogues Concerning Two New Sciences.
DOI: 10.17846/AMN.2015.1.2.1-14
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discipliny — mechaniky. Pre preklad a spracovanie tejto tohto vrcholného diela Galilea
Galileiho z talianciny do slovenského jazyka (doposial totiZz nebolo toto dielo prelozené do
slovenského a ani Ceského jazyka) nds inSpiroval nas priatel, ¢esky matematik svetového
formatu, prof. Petr Vopénka®. Prof. Vopénka ndm dokonca poskytol jeden z mala exemplarov
skutonych origindlov’ wvytlatku Galileovej knihy Discorsi (vytlatenej v roku 1638
v holandskom Leidene), ktory vlastnil. S prof. Vopénkom sme odkonzultovali cely rad
problémov, ktoré vznikali pri prekladani toho diela do slovenciny, ¢i pri rieSeni rozlicnych
otdzok spojenych jednak pri realizacii vedeckych semindroch venovanych Zivotu a dielu
Galilea. Pan profesor nam vzdy velmi ochotne pomohol a preto nas velmi zarmutilo, ked sme
sa dozvedeli, Ze prof. Vopénka na jar roku 2015 zomrel. Je vhodné poznamenat, Ze na
preklade tohto Galileiho diela z talianciny velky kus prace odviedla Dr. Rosangela Libertini,
ktorej patri vdaka i za to, Ze sa ndm podarilo nadviazat aj kontakt s Accademia della crusca
vo Florencii, kde sa zachovali povodné Galileove listy, ktoré sa objasfuju niektoré aspekty
tvorby jeho diela Discorsi.

2 Matematik Galileo versus fyzik Galileo

Galileo Galilei (1564 — 1642) bol vyznamny taliansky matematik, fyzik, astroném a filozof
obdobia renesancie. Galileo Galilei patri spolu s Michelangelom, Raffaelom, Napoleonom
k malej skupine vyznamnych osobnosti novovekej histérie ludstva, ktorych zvycajne
oslovujeme temer familiarne - iba ich krstnymi menami. Vacsina ludi si o Galileovi zo
$kolskych ¢ias si zvacsa pamétd len dve, prip. tri skutoénosti: na Sikmu veZu v jeho rodnej
Pise, a na proces, ktory viedla proti nemu inkvizicia, prip. niektori z nich si mozno este
spomend na legendu (ktord je s velkou pravdepodobnostou nepravdivd) spojenu
s Galileovym vyrokom ,,A predsa sa toci !“ (Zem sa otaca okolo svojej osi) - po taliansky Eppur
si muove!.

Temer vSetky popularno — vedecké publikacie, o tomto vedcovi, ba dokonca aj niektoré
publikacie vedeckého charakteru, zaraduju Galilea Galileiho medzi vyznamnych fyzikov, resp.
astrondmov, ale uz pomenej ho zaraduji aj medzi vyznaénych matematikov uvedeného
obdobia. Otom, Ze Galilei bol aj matematik, sa ¢asto v rozlicnych publikaciach, najma
encyklopedického charakteru vobec nedozvieme. Do istej miery ide o velmi zvlastnu situdciu,
pretoZe v priebehu celého svojho Zivota Galileo Galilei pracoval a dostaval plat za pracu
univerzitného profesora matematiky ¢i dvorného matematika. O fakte, Ze Galileo sa naozaj
za matematika povazoval, svedcia nielen slovd Sagreda (reprezentoval postavu samotného
Galileiho v jeho diele Discorsi), ale sved¢i o tom aj list, ktory Galilei v roku 1636 napisal
svojmu priatelovi E. Diodatimu, v ktorom sa Galilei oznacuje za odbornika v geometrii, inymi
slovami za odbornika v matematike. Toto je dost ddleZité, pretoze asi vhodné poznamenat,
Ze vo vSeobecnosti prirodzene nestaci, aby sme mohli okamzite zaradit Galilea Galileiho

* prof. RNDr. Petr Vopénka, DrSc. (1935 - 2015), pdsobil na Matematicko-fyzikdlnej fakulte UK v Prahe
a neskorsie od roku 2003 na Zapadoceskej univerzite v Plzni, v rokoch 1990 -1992 bol ministrom $kolstva CR.
Vysledky svetového vyznamu dosiahol, ked v sedemdesiatich rokoch 20. storocia zaloZil a so svojimi Ziakmi
rozvinul tzv. alternativnu tedriu mnoZin (alternativnej voci klasickej Cantorovej tedrii). NeskorSie sa zacal
venovat filozofickym a historickym otazkam matematiky. Jeho najznamejsim dielom je Uhelny kdmen europské
vzdélanosti a moci. Velky kus prace odviedol pri prekladoch historicky vyznamnych textov (Euklidove Zdklady,
Aritmeticky a algebraicky traktat Al Chvdrizmiho) do Ceského jazyka, ¢im ich spristupnil aj pre slovenského
Ctatela.

* Originaly tejto knihy st velmi drahé. Ide totiz o kniZné artefakty staré takmer 400 rokov. Na ilustraciu uvedme,
Ze v poslednych desatrodiach boli v renomovanych aukénych sdlach vydrazené minimalne dva origindly
Galileiovho diela Discorsi: 25 000 GBP (Sotheby’s), za 30 550 $ (Christie’s) v roku 2001.
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medzi matematikov (presnejSie medzi dblezitych matematikov svojej doby), pretoZe jeho
mimopracovnd cinnost, vratane jeho publikaénej Cinnosti by mohla byt orientovana na
vedecku oblast, ktorda nekoresponduje sjeho povolanim. Takych pripadov histéria
zaznamenala velmi vela. Ziarivym prikladom je Pierre de Fermat (1601 — 1665), povolanim
pravnik, ktory napriek tomu, Ze sa venoval matematike iba vo svojom volnom ¢ase, dosiahol
v matematike (analytickd geometria, tedria Cisel, tedria pravdepodobnosti, matematicka
analyza) také vynikajuce vysledky, Ze je prdvom povazovany za jedného z najvacsich
matematikov vietkych ¢ias. Dal$im velkym amatérom v matematike bol aj teoldg, filozof,
logik Bernard Bolzano (1781 - 1848), ktory je povaZovany za najvacSieho ¢eského (nemecky
hovoriaceho) matematika.*. Toto vSak nie je celkom pripad Galilea Galileiho, pretoze Galilei
sa cely Zivot zaoberal matematikou nielen v spojitosti s pracou profesora matematiky’, za
ktoru dostaval plat, ale matematikou sa zaoberal aj vo svojom volnom case a temer vsetky
jeho prace su bud priamo o matematike, alebo je v nich matematika tvorivym sposobom
vyuzivana. Svedc¢i o tom aj fakt, Ze samotny Galileo sa za matematika naozaj povazoval, ¢o
dokumentuju nielen slova Sagreda (reprezentoval postavu samotného Galileiho) v jeho diele
Discorsi, ale sved¢i o tom aj dopis, ktory Galilei v roku 1636 napisal svojmu priatelovi E.
Diodatimu, v ktorom sa Galilei oznacuje za odbornika v geometrii, inymi slovami za
odbornika v matematike. Je preto dost zaujimavé, Ze napriek tomu matematicky prinos
Galileiho diela zostal pre SirSiu odbornu verejnost Uplne nepovsimnuty, ¢i dokonca uplne
ignorovany#.

Na tomto mieste rozhodne nechceme zlahcovat Galileov prinos pre fyziku, lebo ten bol
obrovsky a urcite hlboko a na dlhd dobu ovplyvnil dovtedajsi fyzikalny i filozoficky obraz
sveta. Iba chceme pripomenut a zdo6raznit, Ze na tomto diele ma nemalé zasluhy Galilei ako
matematik a jeho exaktny matematicky sp6sob myslenia a uvaZovania ziskané poctivym
Studia prac Euklida, Archimeda aich nasledovnikov, ktoré matematizaciou vied o prirode,
konkrétne mechaniky, zmenilo po roku 1600, ponimanie dovtedajsej fyziky, ktora bola do
tych cias v podrudi Aristotelovej prirodnej filozofie. Skutoc¢nost, Ze Galileo dosiahol oslfiujice
vysledky na poli fyziky, jednoducho neméze byt dévod na to, aby sme ignorovali jeho
matematické vysledky, jeho prinos pre matematiku. Zaujimavé je, Ze histdria je
nespravodlivd voéi Galileovi aj z iného hladiska. Totiz Galileova duchaplnd obhajoba
kontroverzného Kopernikovho heliocentrického systému, ktord zavrsil vroku 1632 v diele
Dialogo sopra i due massimi sistemi del mondo (Dialdgy o dvoch hlavnych systémoch sveta),
spolu s jeho naslednym odsudenim inkviziciou§ v roku 1633 zatienila, najma pred SirSou
odbornou verejnostou, nielen vysledky z matematiky, ale aj jeho najdoleZitejsie vysledky
z fyziky su z Casti poznatelné uz v tomto diele, ale hlavne tie vysledky na poli fyziky, ktoré boli

* Moino viak spomenut aj daldie mend, napriklad Gerberta z Aurillacu (950 -1003), jedného z najvaésich
matematikov zapadného sveta svojej doby, ktory bol mnichom, biskupom a nakoniec papezom (999-1003),
znamym pod menom Silvester Il. V tejto suvislosti treba priznat, Ze v najmi v obdobi stredoveku najdeme
medzi mnichmi, biskupmi vela vynikajucich matematikov (Alcuin, Oresme a pod.) ¢o pravdepodobne suviselo aj
s tym, Ze to bola jedna z méla vrstiev obyvatelstva, ktora mala v tom obdobi pristup k vzdelaniu.

¥ Galileo pdsobil na ako univerzitny profesor matematiky na Univerzite v Pise v rokoch 1589 -1592 a v rokoch
1592 -1610 na Univerzite v Padove. Nasledne v rokoch 1610 — 1632 pGsobil vo Florencii ako filozof a dvorny
matematik vojvodu z Toskanska Cosima Il., zo vyznamného rodu Medicejovcov, bez povinnosti prednasat
Studentom.

* Na tomto maju zasluhu aj samotni fyzici, ktorym sa vytrvalym zdéraziiovanim zésluh Galilea na vzniku novej
fyziky a nového ducha vedy podarilo potlacit u Galilea Galileiho jeho status matematika.

$V roku 1992 (359 rokov od procesu s Galileom) papez Jan Pavol Il. vydal ospravedlnenie, ktorym zrusil vynos
inkvizicie z procesu s Galileom.
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uverejnené v diele Discorsi e dimostrazioni matematiche, intorno a due nuove scienze
attenenti alla mecanica & i movimenti locali, a o ktorych SirSia verejnost temer nic nevie.

DISCORSI

GAILILEVS _ DIsc.
GAILILEVS - DIMOSTRAZIONI

s S MATEMATICHE
MATHVS: - —

intorno 4 due nuone [cienze
Aceenenti alla
Mzcanica & i MovimenTr Locars
del Signor

GALILEO GALILEI LINCEO,

Filofofo c Matematico primariodecl Sereniffimo
Grand Duca di Tofeana.

Convra Appendicedelcentro digranita d alouni Solidi.

"IN LEIDA,
Appreflo gli Elfevirii. . p. c. xxxvi,

Obr. 1. Galileo Galilei, matematik Obr. 2. Titulnd strana Galilovho diela Discorsi e dimostrazioni
(autorom olejomalby je Dominico Robusti, vsucasnosti ~matematiche, intorno a due nuove scienze a mecanica & i
uloZend je v National Maritime Museum of London) movimenti locali (1638)

V Dialdgoch sa viac-menej zavrSila heliocentrickd predstava sinecnej sustavy, ktord sa sice
mohla spresriovat, no jej zaklady uZ nezniesli nijaki reviziu. To vsak eSte nebol vSeobecny
obraz sveta, ktory by zahrnoval vSetky prirodovedné poznatky. Predpokladom takéhoto
obrazu bolo zjednotenie heliocentrickej astrondmie s mechanikou pozemskych telies, o ktoré
sa zasluZil o Cosi neskorSie jeden z najvacSich fyzikov (sformuloval prvd tedriu sily
a gravitacie), ale sucasne aj jeden znajvacsich matematikov (ako spoluzakladatel
infinitezimdalneho poctu) v histérii vedy vobec, Isaac Newton (1643 - 1727).

Najprv vsak bolo potrebné polozit zdklady mechaniky pozemskych telies. Toto sa s vyuzitim
matematickych metdd, exaktného matematického spésobu uvazovania, podarilo prave G.
Galileimu. Galileo Galilei zac¢al okrem pozorovania v SirSom meradle vyuzivat experimenty
(fyzikalne aj myslienkové), meranie skumanych velicin vstupujucich do experimentu a Uvahy
zalozené nielen na aristotelovske] logike*, ale najmd na matematickych metddach, na
presnej matematickej argumentdcii. Poznamenajme, Ze experiment je vyjavenim idedlnej
podstaty javu pomocou umelo navodenej situdcie. Meranie je zaloZzené na tom, Ze umeld
situaciu, t. j. predmety, vztahy a postupy, ktoré ju konstituuju, postupne Standardizujeme.
Tymto sa meraci pristroj vlastne stdva nastrojom na uskutoénenie programu matematizdcie
prirody.

* Aristoteles zo Stageiry (384 pred Kr. -322 pred Kr.) bol starogrécky filozof a encyklopedicky vedec zakladatel
logiky a mnohych dalSich vednych odvetvi. Aristotelovska logika je Cast je Cast tradicnej logiky rozpracovana
Aristotelom a jeho nasledovnikmi; ktorej zakladom je tedria kategorického sylogizmu zalozend na kategorickom
a modalnom sylogizme. Zjednodusene povedané, z dvoch sudov (premis) sa ¢istou myslienkovou operdciou)
(dedukciou) vytvara zaver (konklazia).
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Podla L. Kvasza (Kvasz, 1999) Galilei sa svojou koncepciou matematizacie prirody voci
prevladajucim Aristotelovym ndzorom na prirodovedu jasne vymedzil. Z nej totiz (mimo
iného) vyplyva, Ze kazdy prirodny jav ma povahu matematickych idealit. U niektorych
charakteristik javov ako diZka alebo tvar sme schopni priamo nahliadnut ideélne
matematické objekty, ktoré tvoria ich podstatu. U inych javov ako teplo, tlak alebo pohyb
Ziaden idealny objekt bezprostredne nevidime. Galilei bol presvedceny, Ze aj tieto javy, ktoré
by Aristotela ani vo sne nenapadlo matematizovat, maju idealnu podstatu. Rozdiel je len
v tom, Ze ich idedlna podstata je skrytd priamemu nazeraniu a leZi niekde v hibke pod
zjavnym povrchom javu. Galilei tak matematickému opisu dal univerzélnu platnost. Zmenil
svet, ktory sa stava matematickym univerzom. Kazdy jav v prirode ma svoju idedlnu,
matematicku podstatu, kniha prirody je napisana jazykom matematiky.

V Discorsi (1638) Galilei rozvinul matematické skimanie pohybu a vztahov medzi drahou,
rychlostou a zrychlenim. Neuverejnil sice Ziadny systematicky vyklad svojich idei o
intinitezimalnom pocte, to prenechal to svojim Ziakom Evangelistovi Torricellimu® (1608 —
1647), Bonaventurovi Cavalerimu® (1598 - 1647) a Vincenzovi Vivianimu (1622 — 1703).
Galilei prostrednictvom svojej verzie metddy nedelitelnych (indivisibilii), ktora v Discorsi na
niekolkych miestach vyuzil, jednoznacne ukdzal, Zze mu je blizky duch novej matematiky,
ktord uz stdla pred branami diferencidlneho a integrdineho poctu zavedeného |. Newtonom
a G. W. Leibnizom#. Galileiho Discorsi su¢asne polozilo aj zaklady pre bazalny prototyp novej
metddy pre skimanie sveta prirody, ¢o malo za nasledok vynatie studia prirody z filozofie
a jej nasmerovanie do vedy (lat. scienta, angl. science), pod ktorou sa dnes (najma v
anglosaskych krajinach) hlavne rozumie: fyzika, chémia a bioldgia®.

3 Vztah matematiky a fyziky

Aristoteles definoval matematiku (zo starogréckeho slova mathema, ¢o znamena ,, poznanie,
Studium , ucenie, veda“) ako ,,vedu o mnoZstve, o kvantite” a toto vymedzenie sa udrzalo az
do 18. storodia. Od 19. storocia, ked enormne narastla abstraktnost matematiky
a poziadavky na jej presnost, bol navrhnuty cely rad jej novych definicii, ktoré vyustili do
diskusie, ¢i matematika je vObec vedou. Fyzika grécke slovo pre prirodu (pochadza zo
starogréckeho slova phusis ,priroda“). Pred dvadsattri storo¢iami Aristoteles napisal knihu o
prirodnej filozofie, ktory nazval Fyzikou. Aristotelove nazory na prirodu dominovali
eurépskemu mysleniu viac ako 2000 rokov. Prirodni filozofi sformulovali cely rad pouciek o
pri¢indch o pri¢indch pohybu a o povahe vesmiru. Nerobili vSak temer Ziadne merania
skimanych veli¢in, neuskutocriovali temer Ziadne experimenty a matematické vypocty
vyuzivali velmi zriedkavo, prip. vypoCty nepouzivali vobec. Takato situacia pretrvala az do

* V roku 1643 Torricelli uskutoénil prvy pokus merania atmosférického tlaku pomocou hydrostatického tlaku
ortuti.

' Cavalieri je povaiovany za vplyvného predstavitela geometrie nedelitelnych rozpracovanu v diele Geometria
Indivisibilibus (1653), ¢im sa stal jednym z predchodcom infinitezimalneho poctu. Zaviedol a zdovodnil princip
(dnes sa nazyva Cavalieriho princip), ktory je vhodny na urcovanie obsahov rovinnych Utvarov a objemov telies.

* Nevyhnutnym predpokladom pre prekonanie tejto medzery bolo potrebné, aby sa v matematike vo viciej
miera rozvinula matematickd symbolika, aby sa prehibilo a udoméacnilo spojenie medzi algebrou a geometriou,
vo forme uz tom ¢ase rodiacej sa, Descartovej a Fermatovej analytickej geometrie.

$ Dnes k tymto vedam spravidla priradujeme este geoldgiu.
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Cias Galilea Galileiho. Galileo povaZoval sp6sob, akym prirodni filozofi vysvetlovali
problematiku pohybu, za nepresvedcivé. Najviac nespokojny bol s tym, Ze Aristoteles sa vo
svojich Uvahach o pohybe telies sustredil iba na to preco objekty sa pohybuju. Galileo chcel
vediet aj to ako sa tieto objekty pohybuju. Galileo transformoval Aristotelovu prirodnu
filozofiu do matematickej a experimentdlnej fyziky. J. Maclachlan vo svojej knihe Galileo
Galilei: First Physicist (Maclachlan, 1997) uvadza, Ze navzdory tomu, v anglicky hovoriacich
krajinach, sa eSte viac ako sto rokov po Galileovi hovorilo aj nadalej o prirodnej filozofii a nie
o fyzike. Treba priznat, Ze pred koncom roka 1600 sa experimentalno-matematické stadium
prirody vo Francuzsku zacalo nazyvat ,la physique”. Ulenci sa zaoberajuci sa takymito
Studiami boli nazyvani ,physiciens”. Anglické slovo ,physicist” (fyzik) nevzniklo skor ako
v roku 1840. To teda znamena, Ze Galileo v dobe kedy Zil, pravdepodobne nebol nazyvany
fyzikom, a preto nemohol byt za fyzika ani povaZovany. Pravdou vsak je, Ze Galileo Galilei vo
svojich pracach pouzival postupy a vysledky, ktoré lezia v srdci toho, ¢o dnes rozumieme pod
slovom fyzika, preto si iste oznacenie fyzik urcite zasluzi. Na druhej strane treba priznat aj to,
Ze v Galileovych ¢asoch, oznacenie i titul matematika, ktoré sa v tej dobe bezne pouzivali
(pozri na portrét Galilea na Obr.1, na ktorom je viditelné slovo MATHVS ¢o oznacuje
MATHUS — matematik) neboli az tak velmi cenené. Totiz vrcholom bol totiz titul a pracovna
pozicia filozofa, kedZe v istom ponimani boli vsetky vedy sucastou filozofie.

V tejto suvislosti celkom prirodzene vznika otazka aky je vztah matematiky a fyziky, prip.
aky je vztah matematiky a ostatnych vied. Porovnavanie matematiky s fyzikou sa moze zdat
neobvyklé. V sucasnosti je vSeobecne prijaty ndzor, Ze matematika nie je vedou v zmysle
anglického science, nevypoveda totiz o realite. Keby bol svet iny, mali by sme ina fyziku.
Naproti tomu matematiky by sa tato zmena nedotkla. Nech je svet akykolvek, tvrdenia
matematiky si nemenné, platia nezdvisle od stavu veci. V sucasnej klasifikacii vied je
matematika zaradovana k formdlnych veddm (patri k nim aj logika) a je povazovand skor za
jazyk vedy”. Na rozdiel od fyziky, ktora je povaZovana za prototyp skutoénej vedy".

Poznamenajme, samotné vnimanie matematiky ako jazyku vedy ako prvy vyslovil samotny
G. Galilei vo svojom, pravdepodobne najznamejSom citate, uverejnenom v praci I/l saggiatore
(angl. The Assayer) v roku 1623: ,Filozofia (t.j. kniha prirody) je vpisand do vesmiru ako do
nejakej velkolepej knihy, ktord je neustdle otvorend nasmu pohladu. Tdto kniha sa ale nedd
pochopit, pokial ¢lovek najprv neporozumie jej jazyku a nedokdze precitat pismend, ktorymi
je napisand. Je napisand matematickym jazykom a jej literami su trojuholniky, kruhy a dalsie
geometrické utvary, bez ktorych ¢lovek nepochopi jediné slovo; a tak len tdpe v temnom
labyrinte.”

* Mozno aj to je dévod preto sa Nobelova cena (spojena s finanénou odmenou cca 864 000 €) neudeluje v
odbore matematika. Ta sa totiz udeluje za zasadny vedecky vyskum iba v odboroch fyzika, chémia, fyzioldgia
alebo medicina, Ci za prinos pre ludstvo (v oblastiach literatura, mier). V roku 1968 sice pribudla aj Nobelova za
ekondmiu (mimochodom medzi laureatmi tejto ceny su aj Styria matematici, napriklad John Nash (1928 - 2015),
zndmy z filmu Cistd dusa), aviak toto ocenenie nie je vlastne Nobelovou cenou. Je to Cena Svédskej risskej
banky, ktora sa vSak udeluje spolocne s ostatnymi Nobelovymi cenami. Za nahradu , Nobelovej cenu za
matematiku“ bola dlht dobu povaZovana Fiedsova medaila, ktoré sa vSak udeluje matematikom iba do veku 40
rokov (finanéna odmena je priblizne 10 550 €). Od roku 2003 tuto ulohu pravdepodobne prebrala Abelova cena
udelovana Ndrskou akadémiou vied, u ktorej uz vekové obmedzenie pre lauredtov absentuje, a ktora sa vyskou
financnej odmeny (cca 700 000 €) predsa len viac priblizuje k Nobelovej cene.

t Aj sucasnosti sme svedkami toho, Ze napriek tomu, Ze matematika nie je prirodnou vedou, v beznom Zivote je
velmi Casto spajana s prirodnymi vedami, ¢i dokonca je k prirodnym vedam priradovana. Napriklad sa staci
pozriet na katedrovu skladbu fakult prirodnych vied u nas i v zahraniéi. Drvivd vacéSina z nich obsahuje aj
katedru matematiky. Tu sa vsak skor uplatriuje historicka zotrvaénost a azda aj praktické hladisko: ved najvéacsie
pouzitie matematika ma v prirodnych vedach.
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Aj ked je Galileo pévodcom myslienky matematizdcie prirody, dnes uz vieme, Ze
matematické prostriedky, ktorymi chcel svoj program uskutocnit (trojuholniky a kruznice) su
prili$ jednoduché na to, aby mohli vyjadrit univerzilne prirodné zakony. Na vyjadrenie
prirodnych zdkonov bolo nevyhnutné vytvorit Gplne novd matematiku. Avsak k tomu, aby
bolo moZné matematicky vyjadrit ,iba“ zdkony pohybu bolo potrebné rozvinit matematickud
symboliku, pravidld pre manipuldciu so symbolmi; Descartes s Fermatom museli vytvorit
analyticku geometriu s ideou suradnicove]j sustavy; a az potom mohli Newton s Leibnizom
polozit zaklady infinitezimdlneho poctu (diferencidlny a integralny pocet) s fundamentalnymi
pojmami funkcia a diferencidlna rovnica. Az vyuzitim tychto prostriedkov sa otvorila moznost
naplnenia Galileovho programu a uvedenu ulohu bolo moziné (aspori potenciondlne)
uspokojivo zvladnut,

Vsucasnosti sa potvrdzuje, Ze vela fyzikdlnych zdkonov je sformulovanych v tvare
diferencialnych rovnic (aich sustav) a bez diferencidlnych rovnic si je tazké predstavit si
Studium a riadenie procesov od jadrovych reakcii po¢nuc, po lety do vesmiru konciac. Zndmy
fyzik a lauredt Nobelovej ceny za fyziku Richard P. Feynman (1918 -1988) sa vyjadril este
jednoznacnejsSie: "Existuje jediny spésob formuldcie fyzikdalnych zdkonov, ato v tvare
diferencidlnych rovnic.” Na inom mieste Feynman tvrdi, Ze ,vdaka vseobecnosti a jasnosti“ sa
matematika stava pre modernu fyziku ,sucasne jazykom i logikou”. Podla Feynmana
fyzikalne zadkony (aspon tie fundamentalne) sa bez matematiky proste vysvetlit nedaju.
Matematika sa totiz podla neho neda previest do slov, pretoZe nejde len o puhy jazyk alebo
systém symbolov, ale aj o samotny spOsob uvazovania a zdévodnovania, ktord matematicky
zapis prinasa. Fungovaniu sveta je mozné porozumiet len kvantitativne, ,priroda ndm
ponuka informdcie len v jednej forme...“. Feynman, na rozdiel od suéasného fyzika S. W.
Hawkinga®, bol presvedéeny, Ze pouZitiu matematiky by sa nemali vyhybat ani popularizatori
vedy. Tazko méZeme od prirody Ziadat zmenu jazyka len preto, 7e matematika je pre vela
[udi jednoducho tazka, konstatuje Feynman. O vyzname matematiky pre fyziku a pre vedu vo
vSeobecnosti sa vyjadrili vyznamni matematici M. Kac a S. Ulam takto: ,Matematika je do
seba uzavrety mikrokozmos, ktory md obrovsku schopnost odzrkadlovat a modelovat
akékolvek procesy myslenia a pravdepodobne icelu vedu ako taku. VZdy prindsala velky
uzitok a v poslednych rokoch ho prindsa v este vicsej miere. MdZeme ist dokonca dalej
a tvrdit , Ze matematika je nevyhnutnd na to, aby si ¢lovek pokoril prirodu a vébec vyvijal sa
ako biologicky druh, lebo formuje jeho myslenie. (Kac - Ulam, 1977).

4 Discorsi

Ako uZ bolo konstatované, z celého Galileovho diela mali Dialégy o dvoch hlavnych
systémoch sveta najvacsi vyznam pre Styl, metddu a vedeckého myslenia a pre rozsirenie
heliocentrizmu. Pre rozvoj samotnej mechaniky vSak mala ovela vac¢si vyznam kniha, ktoru
Galileo napisal po svojom odsudeni inkviziciou v Arcetri pri Florencii: ,Discorsi e
dimostrazioni matematiche, intorno a due nuove scienze attenenti alla mecanica & i
movimenti locali“ (Rozhovory a matematické dékazy o dvoch novych veddch, o mechanike
a pohybe telies). V istom zmysle je mozné povazovat Galileiho dielo Discorsi za jeho

*'S. W. Hawking sa toti? v predslove ¢eského prekladu svojej Strucnej histérii ¢asu vyjadril takto: ,Jenomze
moderni véda je sloZita a pouze nevelky pocet specialistii ovlddd matematiku, v jejiz reci na né nachdzime
odpovédi. ... Zkusenéjsi autori mé varovali, Ze kaZdd rovnice sniZi zdjem o knihu na polovinu. Rozhodl jsem se
tedy, Ze vynechdm vsechny rovnice. Ale nakonec jsem prece jenom jednu rovnici do knihy zafadil: slavnou
Einsteinovu E = mc?. Doufdm, Ze neodradi polovinu mych potencidlnich tendfi.“
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testament, pretoze v nom zhrnul vysledky viacerych svojich badani, ktorym sa venoval
v rozliénych obdobia svojho Zivota®. Galileo knihu dokondil zagiatkom roka 1635 a po tyroch
rokoch v roku 1638 sa ju podarilo potajomky vydat v Holandsku, v protestantskom Leidenet,
kde inkvizicia katolickej cirkvi dosah nemala.

V predslove tejto knihy sa vysvetluje, ktorymi dvomi novymi vedami sa zaoberaju Discorsi.
SU to dynamika anduka o pevnosti. V tejto knihe vystupuju ti isti spolubesednici ako
v Dialégoch: Salviati, Sagredo a Simplicio, ktori vlastne reprezentuju rézne vyvojové Stadia
myslenia a nazorov samotného Galilea na uvedenu problematiku. Salviati predstavuje
moderného vyskumnika, ucenca areprezentuje vtedajSie myslienky samotného Galilea.
Simplicio reprezentuje ucenca zachovavajuci sudobu akademickd tradiciu (Aristotelovo
ucenie), ktory na rozdiel od Dialégov o dvoch hlavnych systémoch sveta uz nep06sobi tak
jednoducho, az prostoducho. Sagredo vytvdra medzi¢lanok, isty druh premostenia medzi
nimi, kladie netrividlne otazky a ponuka podnety na zamyslenie. Napriek tomu, Ze dialogicka
forma diela kladie nemalé naroky aj na dnesného citatela, moZno konstatovat, Ze dialdgy
medzi priatemi Salviatim, Sagredom a Simpliciom su velmi duchaplné a svieZze. Bohuzial pre
matematicky menej zdatného Citatela je text ndrocny, pretoZze obsahuje vela matematiky
a pre matematicky zdatného C(itatela poOsobi dialogickd forma privelmi rozvlacne, kedze
namiesto dlhého dialdgu by dnes stacilo uviest niekolko rovnic a niekolko Uprav s nimi. Treba
vsak uvedomit, Ze takyto nastroj Galilei este k dispozicii nemal.

Obsahovo su Discorsi rozdelené do tzv. Styroch dni. V slovenskom vydani tohto diela
(zatial este neuplného) je kazdému driu venovana samostatnd brozurka, ktoré rozdeluju toto
dielo do jeho Styroch dielov.

Prvy den pojedndva o pevnosti a zZlomeniu pevnych latok, odolnosti proti rezaniu, odpore
proti stladeniu, Struktdre materidlov, existencii vakua, plavajlacich telesach, optike
parabolickych zrkadiel, pade roznych zavazi, pade telies vo vakuu avzduch, kmitavom
pohybe kyvadla, akustike a hudbe.

Druhy deri venovany problematike pruznosti materidlov a rovnovazine;j sile. Pocas Tretieho
a Stvrtého dria Salviati, Sagredo a Simplicio ¢&itaju Galileho pojednanie o pohybe telies
(presnejsie, Galilei hovori otzv. miestnom pohybe). Zaspektu matematiky a jej
implementacie do vedy, ktord sa dnes nazyva fyzika (teda z aspektu témy, ktorou sa
zaoberame v tomto ¢lanku) su tieto dve Casti velmi skuto€ne zaujimavé a inSpirativne.

V Tretom dni Galileo vysvetluje zakladné principy dynamiky pri rovhomernom pohybe
a pri rovnomerne zrychlenom pohybe. SuU odvodené rovnice pohybu padajicich telies.
Galileo, na rozdiel od Aristotela, neskima fyzikdlne priciny volného padu, ale sa otazke ako
sa teleso pohybuje pri volnom pade, pricom sa prioritne venuje matematickej stranke
problému. Rovnomerne zrychleny pohyb vymedzuje ako taky, ,pri ktorom v rovnakych
Casovych usekoch dochddza k rovnakym prirastkom rychlosti“. Zakladny zdkon volného padu
Galileo vyslovil uz na konci besied v ramci prvého dna, v suvislosti s otdzkami vakua, ked
vyvracal Aristotelove dOkazy proti jestvovania prazdna. Podla Aristotela je rychlost pohybu
nepriamo Umernd hustote prostredia. Preto v prazdnom priestore s nulovou hustotou, by
mal mat pohyb nekonecnl rychlost. Z neexistencie takého pohybu Aristoteles vyvodil

* Toto dokumentuje i Galileova pozndmka, ked po napisani diela zaslal vydavatelovi dodatky k ,tretiemu”
a ,Stvrtému” driu (pridal k nim aj svoj traktat o centre tazisk telies) s dokazmi a zdvermi ,zistenymi priamo
mnou vo veku 22 rokov po dvoch rokoch sStudia geometrie a je lepsie ich uviest, ako by sa stratili“.

" Discorsi boli vydané vo vydavatelstve Elsevier, ktoré zaloZil v roku 1580 Lodewijk Elsevier. Jeho potomkom sa
podarilo vybudovat (vo svojej dobe) najvacsie vydavatelstvo na svete, ktoré existovalo az do roku 1791. V roku
1880 bola zaloZena nova vydavatelska spolo¢nost, ktord si nazov Elsevier privlastnila. Dnes je to renomovany
vydavatelsky gigant vedeckych prac, ktory vydal uz viac ako 20 000 kniznych titulov.
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neexistenciu vakua. Galileo na tento argument rozpracoval tedriu konecnej a pre vsetky
telesa konstantnej” rychlosti volného padu vo vakuu. Aristotelovu predstavu, Ze tazdie telesd
padaju rychlejSie ako lahSie vyvratil velmi jednoduchym, ale skutocne pévabnym,
myslienkovym experimentom. Predpokladajme, Ze velky kamen sa pohybuje rychlostou
rovnou osem a druhy, ovela lahsi kamen sa pohybuje rychlostou rovnou Styrom. Ked' ich
spojime, dostaneme teleso, ktoré pada strednou rychlostou, mensou ako osem. Ale dva
kamene tvoria teleso, ktoré je tazsie ako teleso prvét.

V tejto Casti sa Galileo zaoberal aj mechanickym kmitanim a sformuloval princip
izochronného kyvadla, ktoré neskorsie zohralo velmi dblezitd Ulohu pre meranie ¢asu. Velmi
podnetné su Galileove experimenty s pohybom kovovych guli¢iek na naklonenej rovine
v zavislosti od sklonu naklonenej roviny. Totiz naklonend rovina umoznila Galileovi skimat
z jednotného hladiska aj dva zdanlivo nesuvisiace pohyby, pohyb vodorovny (rovhomerny),
resp. pohyb zvisly rovnomerne zrychleny (t.j. volny pad telesa) ako hrani¢né pripady pohybu
telesa na naklonenej rovine. Nemozno nespomenut jednu délezZitu zmenu, ktord Galilei
zaviedol pre vymedzenie rovnomerného pohybu, ¢o malo bezprostredny vplyv na
matematickd stranku tohto pojmu. Totiz ako uvadza Kuznecov (Kuznecov, 1975) pred
Galileom rovnomerny pohyb bol definovany ako pohyb, pri ktorom teleso prejde rovnaké
vzdialenosti za rovnaké casové useky. K tejto definicii Galileo dodava iba jedno slovo:
pri rovnomernom pohybe prejde rovnaké vzdialenosti v fubovolnych* rovnakych &asovych
usekoch. Toto mézeme dokumentovat Galileovymi slovami z nasho prekladu Tretieho dria do
slovendiny: Pohyb nazyvame rovnomerny alebo pravidelny ak prejdend vzdialenost
pohybujuceho sa telesa v lubovolnych, ale rovnako dlhych ¢asovych intervaloch je rovnako
velkd. Galileovo vysvetlenie je nasledujuce: Na rozdiel od doterajsich definicii (tie nazyvali
pohyb rovnomerny v pripade, ked rovnaku vzdialenost prejdeme v rovnakych casovych
intervaloch), my sme pridali slovicko ,,lubovolny”, ¢o znamend tieto, akékolvek pravidelné
Casové intervaly. Lebo je moZné, Ze v urcitych pravidelnych intervaloch, bude prejdend
vzdialenost rovnako velkd za rovnaky C&as, ale v menSich Castiach, ktoré vytvdraju dané
vzdialenosti nebudu prejdené v rovnakych ¢asovych intervaloch.

Toto slovo ,lubovolny” znamen3, rychlost sa moze vztahovat na nekone¢ne malé Useky
drahy a otvorilo Galileovi priestor na zavedenie pojmu okamZitd rychlost pri rovnomerne
zrychlenom pohybe.. To je krok, ktorym sa Galileo podstatne priblizuje k terajSej predstave
o rychlosti telesa ako o limite podielu dizky prejdenej drdhy a velkosti prislusného ¢asového
intervalu. V Discorsi riesi trojica besedujucich apdriu nepretrzitého pohybu tym, Ze zavadzaju
pojem rychlosti vdanom bode. V pripade rovnomerne zrychleného pohybu pre uréenie
rychlosti v bode, napriklad pri volnom pade telesa, tradicnd predstava o rychlosti
rovhomerného pohybu zjavne nepostacuje. Prave preto Galileo berie rychlost ako spojite
meniacu sa veli¢inu. Prislusné paradoxy (napriklad paradox, Ze teleso vrhnuté smerom nahor
by sa vlastne nikdy nemalo zastavit) Galilei riesi konstatovanim, Ze urcita rychlost sa vztahuje
na nekonecne maly Usek drahy (ktoru teleso prejde za taktiez za nekonecne maly ¢asovy
interval). V sulade stym sa musel zmenit aj pojem rychlosti. Bolo treba ho rozpracovat
s celym duchom galileiovskej dynamiky. Pre Galilea je rychlost podielom nekoneéne malého

* Pri volnom pade je konstantné zrychlenie pre vietky telesd. Vo vékuu je rychlost rovnaka v kazdom okamihu
pre telesa, ktoré su pustené z pokoja z rovnakej vysky v rovnakom okamihu.

von Sachsen) (1320 -1390), ktory tvrdil, Ze desat kamerfov musi padat rovnakou rychlostou ako jeden.

* Bez tohto spresnenia sa toti? méze stat, Ze v uritych ¢asovych Usekoch teleso prejde rovnaké vzdialenosti,
kym vzdialenosti, prejdené za rovnaké , ale mensie ¢asti tychto ¢asovych usekov, rovnaké nebudu.
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elementu dizky prejdenej drahy k nekonecne malej dizky ¢asového intervalu. Treba viak
priznat, Ze v samotnom Discorsi takato definicia rychlosti nie je explicitne sformulovand, ale
fakticky Galileo takuto definiciu ustavicne pouZival. Prelozené do dneSného moderného
jazyka, Galileo pod rychlostou v bode priamociareho pohybu intuitivne rozumel v podstate

v ve, » - 2 . As , , ’ v , . .
nasu okamiZitu rychlost v(t,) = Ahm v ktord sa uvadza v sucasnych kurzoch matematicke;j
t—0

analyzy ako fyzikdIna interpretdcia derivdcie funkcie v bode. Na tejto Casti sa da presvedcivo
dokumentovat ako nova rodiaca sa fyzika podnietila vznik rydzo matematickych pojmov:
nekonecne mald veli¢ina a nasledne i pojem derivacie a integralu.

Z matematického hladiska je velmi zaujimavé Galileiho zd6vodnenie toho, Ze pri
rovnomerne zrychlenom pohybe velkost prejdenej drdhy je umernd Stvorcu casu (presnejsie
s = %atz). Galileiho avahy o rychlosti a zrychleni pohybu telesa, ktoré sme spominali vyssie,
bezprostredne vedu kprvej ¢i druhej derivacii zdkonu drahy (ak pouzZijeme dnesSnu
terminoldgiu).

Toto bol vyznamny prinos Galileovej dynamiky pre matematiku 17. storocie, dosledku
¢oho, v priebehu dalSieho vyvoja, rodiaci sa pojem derivacie nevznikal iba s problémom
uréovania smernice dotycCnice ku grafu funkcie, ale najma s galileovskym vymedzenim
problému okamzitej rychlosti telesa v danom bode. V takto vnimanom kontexte a
suvislostiach vSak Galileovo zdévodnenie faktu (pretimocené do dneSnej matematickej
terminoldgie), Ze velkost prejdenej drahy telesa pohybujliceho sa rovhomernym zrychlenym
pohybom (rychlostou v(t) = at) v ¢asovom intervale [0, T] sa rovna obsahu trojuholnika,
ktory je zhora ohranieny priamkou v = at, zdola éasovou osou v intervale [0,T] uz
obsahuje zarodok perly matematického myslenia, Specidlny pripad Zdkladnej vety
diferencidlneho a integrdlneho poctu (Newtonova — Leibnizova veta).

Podporné stanovisko pre toto nase tvrdenie, ktoré sa moino bude zdat niekomu
pritiahnuté za vlasy, sme nasli v praci Historical Encyclopedia of Natural and Mathematical
Sciences (2009), ktorej autorom je Ari Ben-Menahem z Weizmannovho institutu vedy
v lzraeli. V tejto skutocne rozsiahlej encyklopédii (ma 5986 stran) sa na str. 1112 uvadza, Ze
, The first published statement concerning this Fundamental Theorem of Calculus appears in
Lectiones geometricae, a treatise published by Barrow in 1670. The theorem, however, is
believed to have been recognized intuitively by Galileo 50 years earlier in connection with his
study of motion.” Sme presvedceni o tom, Ze uZ tento vysledok zaraduje Galilea Galileiho k
$pickovym matematikom svojej doby”.

Vo Stvrtom dni sa v Discorsi pojednava o strelach. Je tu sformulovany déleZity fyzikalny
princip, princip zotrvacnosti (znamy zo sSkolskych lavic ako Prvy Newtonov pohybovy zakon).
Tato Cast obsahuje prvi vedecku tedriu o pohybe telesa v dvojrozmernom priestore, pouzity
na vysvetlenie pohybu striel. Galilei demonstrovanim svojho principu skladania pohybov,
presnejsie ich rychlosti (vodorovného rovnomerného pohybu a volného padu ako zvislého
rovnhomerne zrychleného pohybu) dokazuje, Ze vystrelend strela leti po parabolickej drahe.
Je skutocne zaujimavé sledovat ako sa staticky objekt ziskany v staroveku Apolloniom z Pergy
(262 - 190 pred n. ) rezom kuzelovej plochy a roviny meni v Galileovom diele Discorsi na
dynamicky objekt, ktory je trajektériou vystrelenej delovej gule. V porovnani s dnes
pouzivanymi vzorcami pre popis parabolickych drah vystrelenych projektilov, v ktorych

* To plati i napriek tomu, Ze niektori historici matematiky predpokladaju (napr. A. P. Juskevi¢), , Ze Galileo bol
pravdepodobne ovplyvneny (aj ked to vo svojej praci nespomina) pracou Tractatus de configurationibus
qualitatum et motuum, ktord napisal vroku 1350 vynikajuci francuizsky matematik Nicole Oresme (1323-
1382).V kazdom ohlade vsak Galileove Uvahy boli Gplnejsie a komplexnejsie.
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vystupuju goniometrické funkcie, je jeho popis pomerne tazkopadny. Na druhej strane,
metdda, ktoru pouZil Galileo nie je o ni¢ menej presnd. Dokazuje to aj tabulka zakladnych
vlastnosti tychto parabolickych trajektérii v zavislosti od velkosti elevacného uhla (naklonu
dela), ktoru Galileo s podivuhodnou presnostou zostavil.

Na zdaver tejto cCasti spomernime eSte tri zaujimavosti (kuriozity), ktoré su spdjané
s matematickym odkazom Galileiho.

Prvym paradoxom je, ze Galileo ukazal (povedané dnesSnou terminoldgiou), Ze mnozinu

vSetkych prirodzenych ¢isel N = {1,2, 3,...,n,...} je mozné bijektivne zobrazit priradenim
(n->n%n€eN) na jej vlastnd podmnozinu N, ={1, 4, 9,..,n% ..} ateda obidve
mnoziny su ekvivalentné z hladiska , poctu prvkov“. Galileo okrem lakonického konstatovania
,to nemézZe byt“, neskorSie doplnil toto konstatovanie tvrdenim, Ze nekonecné mnoZiny
nemaju tie isté vlastnosti ako mnoZiny konecné*. Poznamenajme, Ze tato vlastnost
nekonecnych mnoZin bola v 19. storoci znovuobjavend B. Bolzanom.
Je skutocne zaujimavé, Ze tato vlastnost nekonecnych mnozin sa objavuje aj pozadi druhého
paradoxu, ktory sa objavil v starogréckej praci Mechanica, pripisovanej Aristotelovi. Paradox
je zndmy pod ndzvom Aristotelovo koleso (Rota Aristotelica). Vysvetlenie tohto paradoxu
nasSiel aZz Galileo v Discorsi. K dispozicii mame dve pevne spojené kolesd, jedno je vo vnutri
druhého tak, Ze ich okraje vytvaraju dve sustredné kruznice s polomermir, R, r < R. Kolesa
sa maju otacat bez kizania okolo ich spolo¢ného stredu. Po jednej otacke sa bod B dostane
do bodu F a bod C do bodu E. Z druhej ¢asti Obr. 3 (je kopiou obrazka z Discorsi) je zrejmé,
7e dizky usetiek BE, CE sa rovnaju obvodom uvedenych kruhov. To véak znamend, 7e r = R,
¢o je nemozné.

B

Obr. 3. Aristelovo koleso (zdroj Galilei: Discorsi)

Galileo vysvetlil tento paradox nahradenim kruznic dvomi pravidelnymi Sestuholnikmi. Na
hornej Casti Obr. 3 je ,vidiet” (Galileo to v3ak velmi podrobne, na viac ako dvoch stranach
textu, dokazuje), Ze pri otacani Sestuholnikovych kolies bod K neprejde do bodu O, ale do
bodu P. To vSak znamena, Ze vrcholy mensieho Sestuholnika sa okrem otacania aj posuvaju.
Tato Uvaha zostava v platnosti pre lubovolné pravidelné n —uholniky ateda aj pre kruhy.
Podstata tohto zdanlivého paradoxu spoéiva v chybnom predpoklade, Ze ak medzi
mnoZinami bodov dvoch kriviek existuje bijektivne zobrazenie, tak tieto krivky maju rovnaku
diZku. Kedze Toto tvrdenie viak pre nekone¢né mnoziny (dokonca s mohutnostou kontinua)
vo vSeobecnosti neplati.

Tretou zaujimavostou, ktoru spravidla spajame s Galileom je jedna z najpozoruhodnejsich
a najkrajsich kriviek (nazyvana aj Helenou (t.j. Krdsnou Helenou) geometrie).

* Na uvedenu vlastnost nekoneénych mnozin narazili uz niekolki matematici pred Galileom. Galileo bol viak
prvy, ktory upozornil na to, Ze je potrebné rozliSovat medzi tymito skupinami mnoZin.
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Obr. 4. Cykloida a je konstrukcia

Podla vyznamného historika matematiky Floriana Cajoriho Galileo v roku 1599 tuto krivku
objavil, presne definoval a dal jej meno cykloida. Kinematicka definicia cykloidy je velmi
nazorna: cykloida je krivka, ktoru ako svoju stopu zanechdva bod kruZnice, ktord sa kotula po
rovnej podloZke. Je to asi najzaujimavejsia krivka v celej historii matematiky i historii vedy
vébec. Cykloida sa objavuje v rozliénych problémoch fyziky a matematiky. Cykloida je totiz
rieSenim niekolkych vyznamnych problémov pri hladani kriviek s poZadovanymi
extremalnymi vlastnostami, preto sa (vzhladom na bezprostrednu spojitost s uvedenymi
problémami) nazyva aj tautochrona, izochrona, Ci brachystochrona). Pre jej pozoruhodné
vlastnosti ju nachddzame v prirode a nasla uplatnenie v architektire i technike (ovela viac je
mozné sa dozvediet z ¢lanku Stachovad — Stacho (2013).

5 Zaver

Dufame, Ze sa nam aspon z Casti podarilo dokumentovat, Ze prinos Galilea Galileiho pre
rozvoj matematiky bol doleZity a napriek starostlivo pestovaného imidzu Spi¢kového fyzika
a vedca svojej doby, ktory z velkej €asti zatienil jeho matematicky odkaz, urcite si zasluzi, aby
sme o nom hovorili aj ako vyznamnom matematikovi svojej doby. Jednoducho by sa nemalo
stdvat, aby sa pri hodnoteni diela Galilea Galileiho neobjavilo slovo matematik, ¢i presnejsie
vyznamny matematik. To je samozrejme ulohou hlavne nas matematikov, resp. ucitelov
matematiky. Pozoruhodné je to, Ze tuto ulohu mézeme rozsirit aj o dalSie mend dalsich
vyznamnych fyzikov a astrondmov, ktori boli nielen svojou profesiou matematikmi, ale
v matematike dosiahli aj Spi¢kové vysledky. Navzdory tomu, podobne ako to bolo u Galilea,
v SirSom spolocenskom povedomi nie si medzi matematikov vébec zaradovani.

Mozeme uviest konkrétne priklady. Vo vseobecnosti totiz nie je zndmym faktom, Ze zo
Skolskych lavic znamy fyzik, Archimedes zo Syrakiuz (287 -212 pred n.l.) bol matematikom,
dokonca najvdcsim matematikom staroveku; ie Galileovi sucasnici Johannes Kepler
(1571 — 1630), Bonaventura Torricelli (1608 — 1647) spolu s jednym najvacsich fyzikov
v histdrii vedy vobec Isaacom Newtonom (1643 -1727) boli matematikmi.

Podobny osud stihol aj dvoch vyznamnych matematikov Jdna Segnera a Jozefa Maximiliana
Petzvala, ktori sa narodili na uzemi dnesného Slovenska, avsak v ¢ase kedy Slovensko bolo
sucastou Rakuska — Uhorska.

Jan Segner (1704 — 1777) sa narodil v Bratislave. Preslavil sa vynalezom jednej z prvych
vodnych turbin (tzv. Segnerovho kolesa), preto je temer vylucne povazovany za fyzika
a vyndlezcu. To i napriek tomu, Ze na poli matematiky zozal niekolko prvenstiev a Uspechov
v matematike, resp. vo vyucovani matematiky. J. Segner sa totiz stal prvym profesorom
matematiky na sldvnej Univerzite v Géttingene, ¢im sa nezmazatelne zaradil medzi sldvnych
matematikov tejto univerzity, ktori na tejto univerzite posobili. Spomerfime aspon tych
najslavnejsich: K. F. Gauss (1777 — 1855), F. Klein (1849 — 1925) a D. Hilbert (1862 — 1943).
Segner na tejto univerzite pdsobil ako profesor matematiky v rokoch 1735 - 1755. Tu sa aj
spriatelil s jednym z najvacsich matematikov histdrii vébec, s Leonhardom Eulerom (1707 -



J. Fulier, S. Tka¢ik: Matematik Galileo Galilei a jeho dielo Discorsi 13

1783) a na jeho odporucanie sa J. Segner stal ¢lenom Petrohradskej akadémie vied. Od roku
1755 posobil ako profesor matematiky na univerzite v Halle.

1 2
(//xyc& ot .7&%«/

Obr. 5. Jan Andrej Segner (Johann Andreas von Segner) Obr. 6. Jozef Maximilian Petzval (Joseph Maximilian Petzval)
(1704 - 1777) (1807 - 1891)

Jozef Maximilian Petzval (1807 - 1891) sa narodil v Spisskej Belej. Laickou verejnostou je
povazovany za fyzika Ci technika, napriek tomu, Ze jeho profesiou bola matematika - vyse 40
rokov predndsal matematiku na Viedenskej univerzite. Petzval sa preslavil najma ako
vynalezca fotografického objektivu (tzv. Petzval Potrdtobjektiv) svetového vyznamu, ktory
vyznamne znizil expoziény Cas potrebny pre tvorbu portrétovych fotografii. Z tohto dévodu
je Petzval povazovany hlavne za vyndlezcu i fyzika. Poznamenajme, Ze ked sa Petzval
oboznamil s prvym prakticky pouZitelnym fotografickym pristrojom, tzv. daguerreotypom
(pomenovanom podla jeho vyndlezcu L. Daguerre), zistil, Ze jeho najvacsou slabinou je dlhy
expozicny ¢as na tvorbu dostatoéne kvalitnej fotografie, ¢o bolo sp6sobené nekvalitnym
objektivom pristroja. Ovplyvneny aj naliehanim svojho kolegu Petzval sa nakoniec rozhodol,
Ze navrhne novy typ objektivu, ktory tento nedostatok odstrani. Jeho dalSie kroky uz boli
pravdepodobne ovplyvnené skutocnostou, Ze bol skutoéne dobrym matematikom. Nesnazil
sa totiz novy objektiv hladat experimentalnym overovanim rozlicnych objektivov, ale
rozhodol sa, Ze novy objektiv (ako sustavu zlozenu z rozlicnych SosSoviek) najprv na zdklade
zdkonov geometrickej optiky a vyuZitim matematickych metdéd ,vypoéita“. Uloha sa viak
ukazala velmi naro¢nd na mnoiZstvo a naroc¢nost rozlicnych vypoctov. Vtomto smere mu
vyznamne pomohol korunny princ, arcivojvoda Ludwig (1784 - 1864), ktory mu na tieto
zlozité vypocty poskytol 8 delostrelcov a troch desiatnikov zo svojho vojska. Totiz delostrelci,
spolu s ich dostojnikmi boli od Cias Galilea Galileiho vzdelavani v matematike v Skolach pre
delostrelcov (jednu takuto Skolu absolvoval aj velky Napoleon Bonaparte). Vypocty robené
v takomto uz v takomto velkom kolektive poctarov su niekedy oznacované za predchodcov
paralelného pocitaca (aj ked iba jeho ludskej formy). Vysledkom Siestich mesiacov zloZitych
vypoctov bol prelomovy objektiv v histdrii fotografovania, ktory zmenil expozi¢ny cas
fotografovania (v tej dobe 10 az 30 minut) na niekolko sekind. Z uvedeného vyplyva, ze J. M.
Petzval si oznacenie matematik rozhodne zasluzi.
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Abstract

The notion of number incorporates a few of aspects. It is mainly its sense accordingly its definition as a
mathematical object and the assignation of fundamental properties of operations with numbers. The notation
of numbers expressed by admissible characters and algorithms of operations are further aspects. Mathematically
least important aspect is the verbal denomination of numbers finally. First aspect belongs to basic equipment of
mathematicians and it has purely theoretical character. The theoretical bases of notation of numbers and also
possibilities their interpretations in education of mathematics on grammar schools and in the preparation of
teachers of mathematics are determined in the paper.

Keywords: natural and real numbers, Archimedean property, whole part of number, notation of number.
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Introduction

The comprehension of the principle notation of natural and rational numbers (we omit the
notion of real number) in positional numeration system belongs in intellectual outfit perhaps
of every person. It is possible to form the notion of natural even rational number onto primary
school intuitively. There is a deeper understanding of essence numeration of numbers in the
first year-class of grammar school. However the work with numbers of pupils even students
and peoples anywise taper to acquaintance of algorithms various operations. But already the
importance of other numeration system as decimal for example binary hints that it should not
be so. It appears at the moment through numeration of numbers that these algorithms of
calculation are as good as equal in the positional numeration with any admissible ground. It is
important for teachers of mathematics so as they perceived that basic knowledge make
possible to inscribe positive numbers whether or not natural, rational or real effectively and
moreover they guarantee comfortable practice of basic operations with numbers (Biirger [1]
1973; Smital [2] 1977; Vilenkin [4] 1977).

1 Assumed knowledge numeration of numbers

The exact definition of numbers as mathematical objects is fundamental assignment of
theoretical arithmetic and it belongs at the university. Natural numbers inclusive of zero (N)
are defined either as cardinal numbers of finite sets with utilization of set equivalence or they
are defined axiomatically by Peano’s system of axioms. The structure of integers Z is raised
consequently by algebraic middles over extension of the structure (N, +,") and the structure
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of rational numbers Q by extension of the structure(Z, +,-). Real numbers (R) are defined
either through the medium Dedekind’s cuts of ordered set Q or by fundamental sequences of
rational numbers (Salat [3], 1982). None of that is possible to use on grammar school,
especially as regards natural numbers according as real numbers.
The idea of equivalent sets emerges beside each other one-one assigning of elements of two
sets with the same finite number points. So we can for example number two to explicate as
common property of sets that contain some element and still one element, that they are
equivalent, hence there is between them mentioned one-one assigning of elements.
The key scopes for numeration of numbers are following theorem (assertions):

A. Every non-empty subset of the set N has the smallest element.

B. Leta € No(Qf, R¢), b € N(Qt, RY). Then there is such natural number n, that a <
bn (Archimedean property).

It is possible to advance proof of these assertions also on grammar school:
Let @ # M € N,. Take arbitrary element m € M and then smallest element of finite set
{0,1,...,m} N M is also smallest element of set M.

We can consider in the case B as follows. Leta, b € Qf, a = Z, b= 2, p,q,7,s € N. It suffices
to put n = p(s + 1) because
(s+1)

a=2<p<p —=1p(s+1) <Tp(s+1)=bp(s +1).

Now let a,b € R{. We could come from the apprehension that there are positive rational
numbers a4, a,, by, b, such that a; < a < a,,b; < b < b,. There is natural number n with
property a, < byn on the ground of the preliminary consideration. Then a < bn.

The known theorem from number theory about division with remainder is accordingly the
corollary of the assertions A and B:

Let a € Ny and b € N. There are unique numbers q,r € N, such that
a=bqg+r, 0<r<hbh.

We outline the proof with the utilization of the theorem A, B. Theset M = {n € N;a < bn}
is non-empty subset of the set N on the ground of B. The set M has the smallest element u
pursuantto A.Putg =u —1and r = a — bq, so a = bq + r. The following relationships

gb=wu—-1)b <a<bu
result from the inequality © — 1 < u and from the choice of u.
Then we obtain that
0<r=a—-bg<bu—(u—1)b=0b.

If a=bqg; +1;, 0<1r,<b,i =1,2,thenb|q; — q,| = |r, — r1]. Itis possible only in the case
that q; = q,, 11 = 1y, because |r, — ;| < b.

If we apply the theorem about division with remainder repeatedly for b > 1 so we obtain
a = bqy + ay, 0<ay<bhb
qo = bgqs + ay, 0<a; <b

n-2 =bqny1+an_1, 0=<ay,_,<b
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Qn-1 = b.0 + a,, 0<a,<b.

The sequence nonnegative whole numbers qq, g4, -.- is decreasing apparently, so there is
such n € N that g, = 0. Then

a=bqy+ay, =b?q, +ba; +ay=-+=>b"a, +b" ‘a,_; + -+ bha, +ay.

Instead a = b"a, + b" ta,_; + -+ ba; + a, we write briefly a = (a,a,_1 ... a;aq),. We
say also about number notation in the b-adic notation system.

The following assertion is further simple corollary of assertions A, B which is due in number
notation:

For every x € R* there is unique such m € N, that
m<x<m-+1.

Actually if we put b = 1 in Archimedean property then we obtain:

for every x € R* there is such n € N that x < n. The set M; = {n € N;x < n} € N has on
the ground of A the smallest element u. Thenu — 1 < x < u. Put m = u — 1. The unicity of
m is evident.

The number m is called whole part of real number x. We denote its by sign [x].

It is needed to sense that for every number x € R* there is n € N with the property% < x.

It suffices to put pre a = % a b = 1inthe assertion B.

The notion of mathematical induction and the construction of a sequence by mathematical
induction is last needed scope for real number notation in positional numeration system.

It is possible to advance on grammar school intuitively the fact that the set M € N satisfying
the properties

a) 1eM and b)neM=>n+1eM
equals to whole set N:

Let m € N. We gain number m from number 1 by means of addition ones after m — 1 steps.
The element m belongs to set M basically assumptions a) and b). Often this fact is approached
by the medium of the dominoes effect metaphorically.

The mathematical induction is used moreover on the construction of a sequence {a, };— With
required properties:

It is framed first member a,. Moreover it is established how we design member a,,,in
general, if we have designed member a,, (n € N). Then the set M = {n € N; a,, is designed}
satisfies the properties a), b). Then M =N and thus it is designed each member the
sequence {a,}n=1-

2 Decimal expansion of real numbers

Now we can introduce the final theorem about notation of nonnegative real number in the
decimal numeration system. We do it on the ground of the results of the part 1. We utilize
nevertheless admittedly besides the notation of nonnegative integers. It is possible to carry
the proof of first theorem about the existence of an expansion of real number on grammar
school. The second theorem about unicity of this expansion appertains on college or grammar
school with advanced school teaching of mathematics.
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Theorem 1. For every nonnegative real number a there are ay € Ny and such infinite
sequence of numbers a4, a,, ..., a,, .., where a,, € {0,1,...,9}, n = 1,2, ..., that the following
inequalities
a; a, a, 1
0< a—(a0+E+W+---+W) <W
are valid foranyn € Nj,.
The inequality a,, < 9 is true for infinite number of n’s additionally.

Proof. Let a € R{. Put ag = [a], b; = a — a,. Then
a=ag+by,ay0 €N, 0<bh; <1.
Denote a; = [10b,], b, = 10b; — a,. Then
by=2+22,0<b, <1,0<10b, < 10.

Thusa, €{0,1,...,.9},a = a, + % + f—;. If we designed numbers agy, a4, ..., a,—1 and numbers
by, by, ..., b, then we put a,, = [10b,,], b,,+1 = 10b,, — a,,. Then relations

a, a; an bnt1
= —_ —_— cee —_— —_ <
(1) a=ag+tpt ottt o 0Sbne <1
are true. By the mathematical induction we devised the sequence of numbers a4, a,, ..., ay, ...
(besides the sequence by, by, ..., by, ...) with required properties. The inequalities

a,  az an b1 1
0=a=(a+15+ 755+ +1g%) = Ton < 107

are valid also.

Now we prove that inequality a,, < 9 is valid for infinite amount natural numbers n. We
shall proceed indirectly. Let m be such natural number that a; = 9 for any k > m. There is

suchl € Nthat1 — b1 > % Evidently 2> L Hence we obtain

17 10V
(2) 1bomﬁ < 1(%"1(1 B %) - 1031+1 + 1031+2 T 1031+l'
Then from valid attitudes
a, a, Am 9 9 9
W+t T om TTom Y g T o S X =
b+

a; a; am
Gt 19t T02 T T 1om T 1omet

we receive the opposite inequality to inequality (1). It is misunderstanding.

Theorem 2. Each nonnegative real number a can be uniquely expressed in the form
an

(3) a = ay + Z;.lo:l 10_”'
where q, € Ny, a, € {0,1,...,9}, n = 1,2, ..., and for infinite number n's we have a,, < 9.

Proof. We utilize the equality (1) and the designed sequences {a, }n=o, {bn}ne1 in the theorem
1 with given properties. Denote

a; a an
Sp=a+—+—+-+—,n€eN.
n 0" 10 " 102 10m’
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b .
1 < — | Hence we have lim s, = a. The
10m 1om n—-oo

equality (3) emerges from the definition sum of infinite series. It is necessary to prove the
unicity of the expression (3). Let be valid also the equality

Then lim(a —s,) = 0 because 0 < a-—s, =
n—oo

a=ay+ Yot ay €No a, €{0,1,..9,n=12,.,
and let for infinite number n’s be valid a;, < 9. Then
co a ) — co
0SC=Zn=110_:L,l<1,OSC —Zn 110n<1
|a0 —a’0| =|lc—c|<1.

Number |a0 - ab| is whole and nonnegative. Thus |a0 - a’0| = 0 and ay = ay. Then following
equalities are valid:

c=c,aq —106—10C—a1+ 2 4ot + -

1011 1
We can receive equality a; = a) by similar consideration as for ay, a;. It can be already
proved that a,, = a;, for any n € N by the mathematical induction. We inscribe the equality
(3) in form

(4) a=ayaay.a,
whereby integer a, is expressed in decimal numeration system.
The equality (4) means in fact that it is needed to add to nonnegative integer a, sum of infinite
numerical series }p— 17on —. The right side of the equality (4) is numeration of nonnegative real
number a in the deC|maI p05|t|onal system. It is called also the decimal (decadic) expansion of
the number a. The numbers a, (n = 1,2,...) are called decimal (decadic) numeral (figure,
digit).

If is the decimal expansion of a number a periodic accordingly

a = ag, C1Cy ... deldz dk ...d1d2 dk ey Cpy d] € {0,1, ...,9}, i = 1, p,] = 1, ...,k,

we obtain
T L
a—a — cee cee —
o+ 70 102 10k 107 = 10p+k
Gy o,k - g, 105
a0+10+102+ 10’<+10P1 = a0+ + i 10k+ 10k—1"
10
d; . d d
whereu = 2 + =2 4 ... £
10 10 10

We proved so that if the decimal expansion of a number a is periodic then this number a is
rational.
It is valid also the inverted implication. Let a = s, p,q € N. If we divide number p with

number g then we can obtain partial remainders just from the set {0,1, ..., g — 1}. Itis possible
only two cases:

we obtain the remainder 0 past finite number steps or

a certain grouping of nonzero remainders is still repeated.

The number a is rational in both cases.
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Conclusion

It is manipulated directly with decimal expansion of rational numbers only on the grammar
school. We outlined possibilities approach of decimal expansion of real numbers on grammar
school in the contribution. We integrated theorem 2 into schooling on college by reason of
employment of the limiting process for sequences. On the other hand it makes merely use of
convergent geometric series. The geometric series belong on grammar school.
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Abstract

The submitted article aims to present possibility of how to teach geometric transformations in
connection with visual arts. The author of the article believes that the simple art techniques can
motivate and activate pupils in teaching of mathematics, regardless of their age and ability. Beside
that, the non traditional tasks have an affect on the motivation of pupils, too. The topic of geometric
transformations give us space to teach mathematics in interesting way and offer pupils to be
creative.
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Uvod

K casto rieSenym problémom vo vzdeldvani na Skolach patria okrem problémov so
sustredenim, aj problémy s motivaciou Ziakov k préci. Niektori autori vidia rieSenie tohto
problému vo vytvoreni vaésieho priestoru pre tvorivost Ziakov pri uceni a vyucovani. To

zaroven predstavuje aj jeden zo zakladnych principov a ciefov modernej pedagogiky
a humanisticky orientovanej vychovy (LokSovd, Loksa, 1999).

Jednym z principov zvySovania motivacie Ziakov je zabezpedlit, aby vo vyucovani boli
pouzivané tvorivejSie ulohy, pretoZe nerozvijaju iba tvorivost, ale aj samostatnost
a motivaciu (Duri¢ a kol., 1986).

Tvorivé ulohy sa vyznacuju tym, Ze su pre Ziakov nové a nezname, obsahuju prvky nejasnosti,
neurcitosti a su prekvapivé. Nie su pri nich uréené vsetky podmienky rieSenia ulohy. Ich
rieSenie si vyzaduje tvorivy postup, ktory sa vyznacuje aktivnou pozndvacou cinnostou
(hfadanie, experimentovanie, badanie). Takymito Ulohami mézu byt Ulohy spdjajuce
matematiku a vytvarné umenie. Vhodnym prikladom spojenia matematiky a umenia su
teseldcie, ktoré tvoril holandsky grafik M. C. Escher, ktory nebol matematikom, avsak
Studoval ornamentdlne vzory, v ktorych sa uplatfiujd matematické principy zhodnych
zobrazeni.

* Corresponding author: edita.smieskova@ukf.sk
DOI: 10.17846/AMN.2015.1.2.21-28
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Kto je M.C. Escher?

M.C. Escher alebo Maurits Cornelis Escher sa narodil v Leewarden v Holandsku v roku 1898.
Patri medzi najznamejSich grafikov a jeho diela si zname po celom svete. Pocas Zivota, jeho
dielo bolo vnimané a povaZované za prili§ staromddne, a tiez prili§ matematické. Nasu
pozornost v jeho dielach uputa mnoZstvo matematickych principov a r6znych matematickych
prvkov. Escherove obrazy obsahuju systematické principy konsStrukcie. Hranice medzi
moznym a nemoznym svetom davaju Escherovmu dielu zvlastne postavenie nielen vo
vytvarnom umeni, ale aj v matematike ¢i geometrii. Pre Eschera bol povrch videného sveta
iba kuskom latky, ktord mozZete nastrihat, zloZit, vytvarovat a usporiadat roznymi spdsobmi.
Ako vynikajuci kresliar si dal za Ulohu portrétovat tieto neskutocné transformacie priestoru
v rdmci znamych hranic vystavenych na kuse papiera. Vysledné obrazy sa stali oblUbenymi
umeleckymi dielami pre mnoistvo divdkov po celom svete. Escher o svojej praci v liste
synovcovi Rudolfovi Escherovi z 17.1.1944 pise, Zze v prvom rade je jeho ,prdca tesne spojend
s pravidelnym rozdelovanim roviny. Vsetky obrazy poslednych rokov vychddzaju z principu
kongruentnych figur, ktoré nezanechdvaju prdzdne miesta a idu do nekonecna alebo aspori
bez obmedzenia zaplriaji rovinu“. Escher vo svojej tvorbe zasiel ovela dalej ako len
k vyplfianiu roviny, venoval sa aj rezom roviny a tvoril rozne priestorové objekty (Escher,
Locher, Veldhuyse, 2009).

Escherove teseldcie

Escher vytvoril umelecké diela v matematike zname ako teseldcie. Poznal pravidelné aj
nepravidelné teseldcie. Jeho zdluba v teselaciach zacala navstevou chrdmu v Alhambre v
Spanielsku v roku 1926. Ornamenty, ktoré tu videl boli podnetom pre jeho umelecké diela.
Escher dlho studoval tieto ornamentdlne vzory, az nakoniec prisil s kompletnym systémom
ich tvorby. Prvymi dielami inSpirovanymi tymto umenim su Metamorfézy (obr. 1) a Cyklus
(obr. 2).

Obr. 1: Metamorfdozy I, 1937, drevorez, 195 x 908 mm
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Obr. 2: Cyklus, 1938, litografia, 475 x 279 mm

Teselacie

Definicia teseldcii, uvedena v Oxfordskom matematickom slovniku (Clapham, Ch,,
Nicholason, J.,2009) je, Ze teselacie vyplhaju rovinu rovinnymi Utvarmi bez vzdjomného
prekrytia a medzier. Teseldcie mozu byt pravidelné alebo nepravidelné.

V Skolskej matematike sa Ziaci oboznamuju iba s pravidelnymi teselaciami, ktoré vznikli z
rovnostrannych trojuholnikov, $tvorcov alebo pravidelnych $estuholnikov (obr. 3). Ziaci sa
s pojmom teseldcie vo vyucovani matematiky neoboznamuju priamo, ale tento pojem je
skryty v konstrukénych dlohach s inymi vzdelavacimi cielmi.

AVAVAVAN
INONON/
\VAVAVA

Obr. 3: Rovnostranny trojuholnik, Stvorec a sestuholnik

Porozumiet Escherovmu umeniu znamend porozumiet hlavnym principom teselacii. Existuju
4 zakladné spdsoby ako vytvorit teselacie pomocou zobrazeni, a to: posunutim, otocenim,
posunutou sumernostou.

Ako zaradit teselacie do vyuéovania matematiky?

Escherovo umenie tvorby teselacii bolo podnetnym na vytvorenie pracovnych listov a uloh
pre workshop organizovany na katedre matematiky Univerzity Konstantina Filozofa v Nitre
s ndazvom: Kreslime ako Escher alebo umenie zhodnych zobrazeni.

Wrokshop sa konal 20.5. 2015 a bol uréeny pre Ziakov vybraného nitrianskeho gymnazia.
Zucastnilo sa ho 54 Ziakov vo veku od 16 — 17 rokov, ktorych sme rozdelili do troch priblizne
rovnako velkych skupin. Samotny workshop prebiehal v troch etapach po 60 minut.
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Vzdelavacie ciele workshopu:

podporit medzipredmetové vztahy, a tak motivovat Ziakov k uceniu sa matematiky
najma geometrie;

ukdzat Ziakom pouZitie zhodnych zobrazeni v umeni;

dat Ziakom priestor na tvorivost a vlastné objavovanie;

rozvinut geometricku predstavivost Ziakov.

Workshop sa zacal tvodom o teseldcidch, kde sa nachadzaju v naSom okoli a ako ich mozno
najst aj v dielach Eschera. Nasledne sme Ziakov rozdelili do dvojic, trojic alebo Stvoric podla
toho ako prejavili zaujem o spolo¢nu pracu.

Chceli sme od Ziakov, aby vytvorili vlastné teseldcie podla predlozeného postupu. Kazda
skupina dostala iny postup tvorby teselacii. Konkrétne sme vytvorili 6 pracovnych listov
s roznymi postupmi ako tvorit teseldcie. Pracovné listy boli vytvorené v anglickom jazyku
z dévodu, Ze iSlo o Ziakov bilingvdlneho gymnazia. Tri pracovné listy boli zamerané na tvorbu
teselacii z rovnostranného trojuholnika a tri na tvorbu teselacii zo Stvorca. Pri jednotlivych
pracovnych listoch sme sa snazili pouZit rozlicné postupy tvorby, aby sme Ziakom ukazali
otvorenost tohto problému.

Na konci workshopu si Ziaci vybrali reprezentanta svojej skupiny, ktori prezentoval postup,
akym wvytvorili svoje teseldcie. Cielom bolo, aby oboznamili aj ostatnych spoluziakov mimo
svojej skupiny so sposobom tvorby teseldcii zdaného pracovného listy. Pre nds to bola
spatnd vazba, ¢i Ziaci skutocne jednotlivym postupom porozumeli. Tvorivd atmosféru
workshopu podporili nielen rozdelenim Ziakov do skupin, ale aj vhodnou hudbou.

Ukazka pracovného listu

V tomto ¢lanku popiseme iba jeden vybrany pracovny list (obr. 4). Ziaci mali podla tohto
pracovného listu vytvorit teselaciu vychadzajucu z rovinného Gtvaru - Stvorca, pricom pri
tvorbe teselacie mali vyuzit posunutie.

Pracovny list 3 pouzilo pri rieSeni 9 Ziakov. Kazdy Ziak k tomuto pracovnému listu, okrem
postupu dostal tri transparentné papiere (obr. 5). Na dvoch menSich papieroch bol
narysovany rovnako velky Stvorec a tieto papiere sme oznacili ako PAGE A a PAGE B. Na
trefom transparentnom papieri oznacenom ako PAGE C bolo narysovanych 9 rovnako
velkych Stvorcov ako na papieroch PAGE A a PAGE B, narysované boli tesne vedla seba.
Ulohou pre Ziakov nebolo postup z pracovného listu kopirovat, ale sa nim ingpirovat pre
vlastnu tvorbu.
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face &

Phee ©

Obr. 4: Pracovny list 3 Obr. 5: Transparentné papiere

Dalej blizie popiseme postup, ktory bol Ziakom na tomto pracovnom liste predloZeny:

1)
2)

3)
4)
5)

6)
7)

facE A

Obr. 6: Krivka na lavej strane Stvorca

face &

Narysuj lubovolnu krivku na lavej strane Stvorca na PAGE A (obr. 6).

Prekresli tuto krivku na PAGE B (obr.7). Nakresli tato krivku na pravu a aj na lavu
stranu Stvorca na PAGE B. Potom poloZz PAGE A na vrch PAGE B a prekopiruj tuto
krivku aj na pravu stranu Stvorca na PAGE A (Obr. 8).

Over si, Ze tvoje dva papiere PAGE A a PAGE B vyzeraju ako na obr. 9.
Nakresli flubovolnu krivku na spodnej strane Stvorca na PAGE A (obr. 10).

Prekopiruj tuto krivku na PAGE B na vrchnu a na spodnu stranu Stvorca na PAGE B. A
potom poloz PAGE A na PAGE B a prekopiruj tuto krivku na vrch Stvorca na PAGE A.
(obr. 11).

Pozri sa na tvary, ktoré ti vznikli. Co ti pripominaju? Rastlina? Zviera? (obr. 12)

Prekopiruj tento tvar na PAGE C. Vypli vsetky Stvorce na PAGE C tymto tvarom.
Zakladny tvar vyznac a farebne dotvor svoje dielo (obr. 13).

Pace ® Pace ©

Obr. 7 Papier PAGE A je pod PAGE B Obr. 8:PAGE A je pod PAGE B

Poce © P &
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Obr. 9: Kontrola PAGE A a PAGE B Obr. 10:Krivka na spodnej strane Stvorca
face & face &
P gé
aY
y Poce ©
Obr. 11: PAGE B je na PAGE A Obr. 12: Hladanie tvaru

Yoee C PocE ¢

Obr. 13: Vypinenie PAGE C
RieSenia Ziakov

Ulohu riesilo 9 Ziakov, z ktorych 7 Ziakov tlohu splnilo, a jeden Ziak splnil tlohu ¢iasto¢ne
a jedno rieSenie sme nezaradili ani k spravnym, ani k nespravnym rieSeniam. Okrem splnenia
ulohy sme hodnotili aj tvorivost rieSeni, avSsak 60 min. nebolo postacujucich na celkové
dokonéenie prac. Na obr. 14 su dve rieSenia, ktoré povazujeme za spravne. Pri prvom rieSeni
si Ziak hned' na zaciatku vymyslel tvar kvetiny, ktorym vyplni rovinu. Ziak pri tvorbe poufil
posunutie spravne a vhodne. Zaujimavé je, Ze krivku pre spodnu stranu Stvorca si zvoli ako
uzavretu krivku (tvar kvetiny). Pri druhom rieSeni vidime, Ze Ziak postupoval presne podla
postupu, najskor navrhol tvar, ktorym ndsledne farebne dotvoril. Postup rieSenia Ziakov
ilustruju odovzdané casti PAGE A a PAGE B (obr. 15).

S ASS.T.% Ve

DY
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Obr. 14: Spravne riesenia

Obr. 15: PAGE A a PAGE B sprdvnych rieseni Ziakov

Na obr. 16 je dalSie rieSenie Ziaka. RieSenie so Stvorlistkom povaZujeme za ciastocne
spravne. Podla PAGE A a PAGE B usudzujeme, Ze Ziak nevynaloZil velki ndmahu a hned' si
nakreslil tvar Stvorlistka, ktory sice spravne posunul, ¢o mdzZe vidiet na PAGE A a potom
nasledné prekreslenie tvaru $tvorlistka na PAGE B. Ziak neriesil dolni a hornt stranu $tvorca,
preto toto rieSenie povaZzujeme iba za Ciastocne splnené.

Na obr. 17 je dalSie Ziacke rieSenie, ktoré sme nezaradili ani k spravnym, ani k nespravnym
rieSeniam. Podla PAGE A a PAGE B vidime, Ze Ziak si nakreslil lubovolne vSetky strany Stvorca
a tieto prekreslil z PAGE A na PAGE B, nevytvoril vSak utvar, ktory by pokryval rovinu resp.
teseloval. Pri dalSej tvorbe si pomohol Stvor¢ekovym papierom (obr. 17). Vidime, Ze Ziak
nakreslil dva Gtvary, ktoré sa navzajom ,dopliiaju”. Jeho Ulohou viak bolo vytvorit jeden
teselujuci dtvar. Vysledné rieSenie vytvoril striedanim dvoch Utvarov zo Stvorcekovych
papierov. Riesenie je iné ako vSetky ostatné rieSenia, a teda tento Ziak sa nepridrzal daného
postupu. V jeho rieseni by sme okrem posunutia mohli ndjst aj dalSie zhodné zobrazenia.
Tento Ziak bol pri tvorbe podla nasho ndzoru naozaj tvorivy.

‘ PAGE A PAGe B

bk olisl [

&

Obr. 16: Ciastocne sprdvne Ziacke riesenie
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Obr. 17: Ciastocne sprdvne Ziacke riesenie
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Na zéklade dotaznikov a rozhovoru so Ziakmi sme niektorych indpirovali k dal$ej tvorbe. Ziaci
v Skdlovacom dotazniku hodnotili aj zrozumitelnost pracovnych listov. Pracovny list 3
ohodnotili na Skdle od 1 — 5, kde 1 znamenalo Uplne zrozumitelny a 5 nezrozumitelny,
nasledovne: 2 Ziaci zakruzkovali 1, 6 Ziakov zakruzkovalo 2 a 1 Ziak zakrizkoval 3. Na zdklade
toho subjektivne hodnotime, Ze nas pracovny list bol zrozumitelny a primerany ich veku.

V 29% pripadoch sa Ziaci vyjadrili, Ze sa im workshop velmi pdcil a 67% sa pdcil a iba 4%
Ziakov z celkového poctu 54 hodnotili workshop ako priemerny.

Obsah workshopu bol pre 22% Ziakov velmi zaujimavy, pre 69% zaujimavy a 9% Ziakov ho
hodnotilo ako obycajny.

A ¢i sa ziaci naucili nie¢o nové? 27% ziakov sa naucilo vela novych veci, 61% Ziakov sa nieco
nové naucilo, 6% aspon nie¢o nové sa naucili, ale bolo toho malo a 6% Ziakov sa vébec nic¢
nové nenaudili.

Zaver

Pocas workshopu si niektori Ziaci nasli vlastny postup tvorby, ¢o povazujeme za kreativne a
tvorivé. Nasim zamerom nebolo, aby Ziaci vytvorili kdpiu Escherovho diela, ale aby si
uvedomili rozmanitost postupov pri vyplfiani roviny. Okrem toho sme chceli, aby si Ziaci
uvedomili vyuzZitelnost zhodnych zobrazeni v rovine.

Zo skusenosti z realizacie workshopu a vysledkov nasich pozorovani sme dospeli k zaveru, ze
na to, aby bol Ziak schopny vytvorit teselaciu podla predlozeného navodu nepotrebuje mat
formdlne vedomosti o zhodnych zobrazeniach, pretoZe tieto sU v postupe skryto
zakomponované. Délezitym predpokladom na splnenie Uulohy 2z wokrshopu bola
predstavivost, manudlna zruénost, a tieZ tvorivost. Ulohy s teseldciami patria medzi tlohy,
ktoré davaju Ziakom priestor na tvorivost, a tak ich m6Zzu motivovat k uceniu sa matematiky.
Motivaéne na Ziakov p6sobi aj spojenie matematiky a vytvarného umenia. Navyse teselacie,
ich tvorba, pozorovanie a zamyslanie sa nad principmi ich tvorby mozu rozvijat geometricku
predstavivost Ziakov.
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Abstract

The article presents remarks concerning the possibility of introducing elements of probability in teaching at the
primary stage of education. In our paper we focused on combinatorial thinking. In the course of the study, the
pupils were asked to solve a few problems. They included problems related to combinations (two-element and
three-element combinations of a four-element set) and permutations (three- and four-element ones).
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Introduction

Elements of geometry, arithmetic, and algebra are introduced from the beginning of
mathematical education. At the same time, probability (here understood as a fusion of
elements of probability theory, combinatorics and descriptive statistics) occupies very little
space in the curricula. In the current Polish core curriculum in mathematics — primary
education (from 4% to 6™ grade of primary school), there are only some elements of
descriptive statistics. The pupil is required to master the following skills: gathering and
organizing data, recognising and interpreting data presented in texts, tables, diagrams, and
graphs (see Core Curriculum, 2012).

Due to the fact that teaching probability is so limited, the research on the possibility of
introducing some elements of stochastics from the beginning of the primary education is
very interesting. Needless to say, it is not the matter of familiarizing pupils with ready-made
components of probability but of providing them with opportunities of exploring the
concepts of probability and developing their probabilistic thinking. These mathematical
activities seem to be important for the educational process as the surrounding reality
abounds with random events.

The theorists of mathematical instruction point at the necessity of familiarizing pupils with
the elements of probability as early as possible. According to H. Freudenthal, “... the process
of developing students' probabilistic thinking should be carried out in a systematic way,
parallel to the development of deterministic thinking. Moreover, it should be continued over
many years of education and, as a consequence, it should be started as early as possible” (cf.
takoma. 1988). It is noteworthy that H. Freudenthal in his concept of teaching emphasises
the importance of guiding the students into the process of mathematisation, which is
understood as organising the reality through mathematical measures, in as diversified
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manner as possible, whereby the probability theory is regarded as one of the best ways to
achieve this goal (takoma,1989).

Analysis of results

The research on pupils' combinatorial thinking was conducted in May 2015 (at the end of the
school year) in a primary school near Krakow. It was effectuated in two stages. During the
first stage, the pupils worked on a survey. The second stage of research included discussing
the solutions of the problems with the pupils. The study was conducted in a small (ten-
member) group of fourth-grade pupils representing various levels of mathematical skills.

The goal was an attempt to answer the question whether the fourth-grade pupils were
capable, using their existing skills and knowledge, of solving combinatorial problems.

In the course of the study, the pupils were asked to solve a few problems. These included
problems related to combinations (two-element and three-element combinations of a four-
element set) and permutations (three- and four-element ones).

Due to the fact that the pupils were not familiar with combinatorial terms, the problems
were worded as follows:

° P1. In how many ways can you invite 2 out of 4 people to a party?
° P2. In how many ways can you invite 3 out of 4 people to a party?
° P3. In how many ways can you load 3 blocks with different colours (yellow,

green, and blue) onto 3 carriages so that there is exactly one block in each carriage?
Write or draw all solutions.

° P4. In how many ways can you load 4 blocks with different colours (yellow,
green, blue, and pink) onto 4 carriages so that there is exactly one block in each
carriage? Write or draw all solutions.

. P5. How many different three-digit numbers can be composed of digits: 1, 2,
and 3? Write or draw all solutions.

° P6. How many different four-digit numbers can be composed of digits: 1, 2, 3,
and 4? Write or draw all solutions.

When answering the questions, pupils enjoyed full liberty to choose the method of
presenting their solutions. This allowed us to observe the manners in which they
mathematised the described situations.

In P1, most pupils put down all possibilities. In addition, in their solution of the problem,
most of them assigned names to particular people mentioned in the problem or marked
them with different colours, drawing coloured lines grouped in twos.

Almost all pupils presented solutions with a similar structure to the one depicted in Figure 1.
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Figure 1.

Having listed all possibilities, pupils gave the answer. There are six possibilities.

One of the solutions worthy of mentioning is the one where the author obstinately tries to
present the wording of the problem with the letter symbols (see Figure 2.)
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Figure 2.

The author writes the formula and then she assumes that A+E =1. This conclusion follows
from the fact that the correct answer to the question posed in the problem is 2.

When solving P2, most pupils chose the identical method as in P1. Figure 3 presents a
sample correct solution of P2.

.

Figure 3.
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It is noteworthy that during the interview summing up different solutions of P2, one of the
pupils pointed out that there must be four possibilities. She stated that inviting 3 people out
of 4, we leave one person out, and one person may be selected in four different ways.

Answering the question of P3, most pupils obtained the correct answer (six possibilities),
whereby the pupils drew all the possibilities (cf. Figure 4).

Figure 4.

Three pupils did not obtain the correct solution. Two of them only presented the data of the
problem by drawing them (cf. Figure 5).

Figure 5.

The third pupil gave (drew) only three possibilities. The essence of this solution was based on
the fact, which was not included in the problem's wording, that a block with a particular
colour may be placed only once in a given carriage. (see Figure 6).

T N ]

i

Figure 6.
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Answering the question contained in P4, the pupils applied a method analogical to the one
used in P3. Unfortunately, the correct answer was given only by one person, who started by
drawing all possibilities (the pupil drew all trains with a pink block in the first carriage — six
trains) and then wrote that the number of trains will be four times bigger, i.e. there will be 24
trains.

The remaining pupils made errors in their solutions, mainly consisting of omitting certain
possibilities (permutations). This resulted probably from the fact that the number of all trains
is as high as 24; therefore their identification (enumeration) requires a sufficiently systematic
approach, which some of the pupils lacked. For illustration, two selected solutions are
presented (see Fig. 7 and Fig. 8).
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The mathematical layers of problems P5 and P3, as well as problems P6 and P4, are identical;
therefore the numerical answers are also identical. The pairs of problems differ in their
wording, whereby the problems P5 and P6 are purely mathematical. The pupils did not
notice the analogy between the pairs of problems and they tried to solve each problem
separately. Meanwhile, problems P5 and P6 posed much more difficulties. Perhaps this
results from the fact that as the pupils solved a mathematical problem, they tried to apply
familiar algorithms and courses of action, whereas when solving P3 and P4 they were guided
by experience and common sense.

It is notable that in problems with realistic wording, pupils presented the possibilities in a
more systematic way than in those related to numbers.

Problem P6 was solved correctly by one person only. The reasoning of this pupil was
analogical to that proposed by the same person in the solution of P4 (see Figure 9).

Figure 9.

Among the examined pupils, one person solved many problems with numerical answers
based on estimation/guessing the number of possibilities.

Conclusion

In the final interview, the surveyed pupils said that the proposed tasks were interesting and
different from those solved during the mathematics lessons on a daily basis. They also
pointed out that the issues referred to in the tasks occurred in the everyday life.
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The observations made during the research bring us to the conclusion that some
probabilistic issues may be introduced at the beginning of the primary stage of education.
With the right formulation of problems it is possible to develop the pupils' ability to encode
information. Assigning tasks similar to those described above makes it possible to shape
basic probabilistic intuitions as well as a systematic approach in presenting all possibilities.
Therefore, it also leads to the development of logical thinking.
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Abstract

In the article we describe metaphors as a diagnostic tool in mathematics teachers’ education. We assume that
methaphors can offer self-reflection in finding professional identity of teachers and provide insight into teacher’s
beliefs to teaching. In presented pilot study we focused on two research samples in-service and pre-service
teachers. Based on the results of pilot study we discuss the advantages and limitation of methaphors as
a analytical tool for better understanding the mathematics teachers’ role that is important in pre-service and in-
service teacher education.
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Uvod

V sucasnej dobe sa na Skolach kladie déraz na zmenu pristupu vo vyucovani matematiky. Ide
hlavne o aktivitu Ziaka vo vyucovani a o zapajanie objavnych a konstruktivistickych prvkov,
ktoré by Ziakom pomohli lepsSie porozumiet ucivu. Velmi vyznamnu ulohu tu zohréava ucitel
a jeho osobnost. Kazdy ucitel by mal dokladne ovladat svoj odbor, mat dobrd pedagogicku
pripravu a vysoku vseobecnu kultaru.

S typoldgiou osobnosti ucitela suvisi aj ucitelovo chapanie vyucby. Jeden uditel odmieta
akékolvek inovacie vo vyuébe, iny zasa nekriticky obdivuje a prijima vsetko nové, dalsi nema
vyhraneny nazor, meni ho podla svojho momentdlneho zaujmu alebo podla toho, ¢o je
,v mode”“. (Turek, 2008) ,Ucitelovo chdpanie vyucby predstavuje vSeobecnu stratégiu pre
myslenie a konanie ucitela, tvori zaklad pre ucitelovo uvaZovanie o skutocnosti, je
vychodiskom pre planovanie vyucby, pre vlastné vyucovanie, hodnotenie pedagogickej reality,
seba samého, Ziakov, kolegov, nadriadenych” (Pricha — Walterova — Mares, 1995, in Turek,
2008).

,Pojmom ucitelovo chapanie vyucby sa rozumie subor ucitefovych nazorov, presvedceni
a postojov k vyuébe, ako aj subor argumentov, ktorymi ucitel svoje nazory, presvedcenie,
postoje zdévodnuje.” (Kalhous — Obst, 2002, in Turek, 2008) V nasom prispevku budeme takto
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komplexne chapany pohlad na udlitela stotoZriovat s takzvanou ,profesiondlnou identitou
ucitela”.

Ucitelia matematiky, ako aj Studenti ulitel'stva matematiky, maju rézne skusenosti s u¢enim
sa a vyucovanim matematiky. Na zaklade toho si dlhodobo a neuvedomele formujd vnutorné
postoje. Tieto postoje zohrdvaju délezZitu ulohu akéhosi filtra, ktory ovplyviuje vyucovanie
a ucenie sa v triede.

Uvedomenie si vlastnych postojov, s ktorymi prichadzaju Studenti ucitelstva matematiky na
Studium, je dolezitou sucastou pri priprave buducich ucitelov matematiky a mala by sa
venovat pozornost ich aktivnemu rozvijaniu prostrednictvom reflexie. Z uvedeného dévodu
by okrem kvalitného matematického vzdelania mala byt pritomna pocas pripravy ucitelov
matematiky aj reflexia Studentov ucitelstva na ich vlastni pedagogicki prax, ¢o vyrazne
podporuje rozvoj profesiondlnej identity ucitelov matematiky. Uvedenej problematike sa
venuju Studie rozvoja profesionalnej identity Studentov ucitelstva matematiky pomocou
podpory reflexie na vlastnu pedagogickt prax (Sunderlik 2013, Sunderlik, Ceretkova 2012).
Stéle vSak v slovenskej praxi chybaju vhodné metddy, ktoré by ndm poskytli korektny vhlad do
postojov Sirsej skupiny ucitelov matematiky.

Teoretické vychodiska

,Clovek si mdZe utvarat postoj ku vietkému okolo seba — k ludom, veciam, umeniu,
naboZenskym predstavam, ale aj voci sebe samému. Clovek méie mat postoje len k tym
veciam, ktoré existuju v jeho svete, v jeho zornom poli. Ak ma obmedzeny svet a nema
dostatok podnetov a skusenosti, tak niektoré postoje nema rozvinuté, alebo ich jednoducho
nema vobec.” (Dubravova, 2014)

,Postoje radime kvyznamnym motivaénym cinitelom a Cinitelom celostného rozvoja
osobnosti, ktoré usmernuju spravanie a konanie ¢loveka.” (Lepik, Pipere, 2012, in Klimentova,
2015)

,Hannula chdpe pojem postoj ako koncepciu, pohlad a osobnu ideoldgiu, ktora tvaruje
ucitelovu prax. Vyskumy postojov vo vzdeldvani matematiky si zamerané na to, aky maju
ucitelia pohlad na matematické vzdeldvanie, a na vzdeldvanie vSeobecne.” (Hannula, Lepik,
Pipere, Tuohilampi, 2013, in Klimentova, 2015)

Postoje zohravaju vyznamnu rolu vo vyucovani prostrednictvom ucitela a jeho vyucovacieho
Stylu. PGsobia na to, ¢o bude uéené, ako to bude ucené a €o sa Ziaci naucia. Formuju, ako ucitel
citi a mysli v matematike, ako sa ju uci a ako ju vyucuje. (Oksanen, Hannula, 2013) Toto vSetko
tvori vyucovaci Styl ucitela. Mozno ho chapat ako urcity individudlne Specificky spbdsob
vyucovania, ktory v uréitom obdobi a kontexte ucitel uprednostrnuje. (Roviianova, 2015)

Vzhladom na to, Ze postoje ucitela sa neprejavuju priamo, je potrebné hladat vhodny nastroj,
ktory by nam poskytol najpresnejsi obraz o vnutornych postojoch ucitela. V nasom prispevku
vychaddzame z vyskumu, v ktorom (Sfard, 1998) uvadza, Ze volba metafory je podmienena
spbésobom rozhodovania, teda pouZitie odliSnej metafory viedlo k rozdielnemu spdsobu
uvazovania o skimanej téme. Z ¢oho vyplyva, Ze rozdielne premyslanie vedie k odliSnym
akciam, a teda metafory maji schopnost sa prelinat z jednej domény na druhd. (Léfstrém at al.
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2010) Vzhladom na hlboké zakorenenie postojov a ¢asté neuvedomovanie si ich, ako aj ich
povodu verime, Ze analyzovanie ucitelmi vytvorenych metafor o vlastnom vyucéovani
matematiky prinesie viac svetla v problematike skimania vnutornych postojov ucitelfov k
vyucovaniu.

Pomocou metafor opisujeme javy cez zndme pojmy. Pouzivanie metafor tykajucich sa ucenia
a vyucovania vedie k zaciatkom videnia procesu zmien ucitela. (Oksanen, Hannula, 2013)

Upozoriiujeme, Ze metafory sa nedaju samy o sebe dokazat, ani nedemonstruju ni¢ nové. lba
ndm umoziuju vidiet nové svetlo vtom, ¢o robime alebo prezivame. (Ahmet 2006, in
Oksanen, Hannula, 2013)

Metodoldgia dotaznikového prieskumu

V snahe zistit, popisat ainterpretovat ucitelovo chapanie vyucby sme zostavili vyskumny
ramec na skimanie postojov ucitefov matematiky, ktory je sucastou skupiny vyskumnikov
zdruzenych v projekte NorBa TM (New Open Reseach: Beliefs about Teaching Mathematics —
Novy otvoreny vyskum zamerany na skimanie postojov vo vyucovani matematiky). V nasSom
prispevku sa zameriavame len na cast uvedeného vyskumu, vktorom sme skdamali
respondentmi vytvorené metafory vztahujice sa na rolu uditela. Vzhladom na pilotny
charakter vyskumu sme si stanovili nasledovni vyskumnu otazku: ,Aké je zastUpenie
jednotlivych typov metafor o uditeloch matematiky medzi respondentmi?”

Na zodpovedanie nasej vyskumnej otazky sme pouZili viacpolozkovy dotaznik NorBA TM,
z ktorého sme spracovali iba jednu Cast tykajicu sa danej problematiky.

Ako sme uz vysSie spomenuli, respondenti pozostdavali z dvoch skupin. 1Slo o stredoskolskych
ucitelov matematiky v Nitrianskom kraji a o Studentov druhého roc¢nika magisterského studia
ucitel'stva matematiky v kombindcii na Univerzite Konstantina Filozofa v Nitre.

Ulohou respondentov bolo napisat metaforu, ktora vystihuje ich samotnych ako ucitelov
matematiky a stru¢ne tuto metaforu vysvetlit. Metaforu vSak nevnimame ako basnicky
jazykovy prostriedok, ale ako psychologicki metédu dopliiovania viet, ktord slizi na odhalenie
urcitej osobnostnej dynamiky v zavislosti na pouzitych vetach. Tato metdda pozostava z viet,
ktoré nemaju ukoncenie a ulohou respondenta je vetu dokoncit. V naSom pripade mali
respondenti dokondit vetu: ,Ja ako ucitel matematiky som...“. Nasou ulohou bolo potom tieto
metafory kategorizovat, a podla urcitych znakov za pomoci manudlu od Lofstrémovej,
Poomovej a Hannulu (2011) ich zaradit do nasledovnych skupin:

1. Ucitel ako matematicky expert

Ucitel ako didakticky expert

Ucitel ako pedagogicky expert

Metafory vztahujlce sa na osobnost ¢loveka
Metafory tykajuce sa vyucovacieho prostredia
6. Hybridy / ZmieSané metafory

e wn

Prvé tri skupiny podla Beijaard, Verloop a Vermunt (2000) vychadzaju z myslienok prace
Schulmana (1986), ktory kategorizoval ucitefove vedomosti na vedomosti z predmetu,
pedagogické vedomosti a pedagogické vedomosti daného predmetu. Stvrtd skupina je
zamerana na samotnu osobnost ucitela a piata skupina je zamerana na prostredie, v ktorom
prebieha vyucovanie. Poslednou skupinou su tzv. Hybridy, kde sme zaradili metafory, ktoré sa
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dali sucasne zaradit do dvoch alebo viacerych skupin. Uvedena metdda skimania metafor je
doplnkova v oblasti skimania postojov prostrednictvom analyzy hlavnych komponentov
z ostatnych modulov dotaznika, ktoré vSak v tomto prispevku neuvadzame, ale mézieme ich
najst v (Sunderlik, Rybansky 2015).

Metafory sme zatriedili do vysSie uvedenych Siestich skupin najskor kazdy samostatne. Zhoda
zatriedenia pri ucitefloch matematiky bola 52% a pri studentoch ucitelstva 75%. Nizke percento
zhody pri uréovani metafor bolo zapric¢inené najma kategdriou Hybridov, kde boli mierne
odchylky so zaradovanim metafor do viacerych kategoérii. Sporné pripady boli nasledne
prediskutované a spolocne zaradené do prislusnej kategdrie.

Zistenia a interpretacia vysledkov

Data boli zozbierané vo februari 2015 od stredoskolskych ucitelov v Nitrianskom kraji (dalej
len ucitelia matematiky) a Studentov druhého rocnika magisterského Studia ucitelstva
matematiky v kombindcii na Univerzite KonStantina Filozofa v Nitre (dalej len Studenti
ucitelstva). Na dotaznik reagovalo 53 ucitelov, ¢o je 32% celkovej populacie stredoskolskych
ucitelov matematiky Nitrianskeho kraja a 19 Studentov ucitelstva, ¢o je 63% populdcie. Na
skimanu cast dotaznika vsak reagovalo iba 47% zucastnenych ucitelov a 42% zucastnenych
Studentov ucitelstva. Z uvedeného vyplyva, Ze tvorba metafor pre uciteflov matematiky je
pomerne naro¢nd avdotaznikovom prieskume bola vynechanda kazdym druhym
respondentom. To nam ukazuje zakladné limity pouZitia uvedenej metddy a navrhnat
opatrenia pre hlavny zber udajov.

Prehlad vysledkov prieskumu uvadzame v grafe €. 1.

Percentualne zasttipenie jednotlivych kategorii

metafor
50% 44%
40%
30% 25% 25%243 25%
20%
20% 13% 13%
S,
10% &% 4%
. 0% 0%
0% =
Matematicky  Didakticky Pedagogicky Metafory Metafory Hybridy
expert expert expert vztahujice sa  tykajuce sa
na osobnost  vyuCovacieho
cloveka prostredia

® Studenti uitelstva muditelia
Graf 1: Percentudlne zastupenie jednotlivych metafor

Do skupiny Ucitel ako matematicky expert sme zaradili 13% Studentov ucitelstva, ale iba 8%
ucitelov matematiky. Ide o ucitela, ktory preferuje rigoréznost matematickych vedomosti
a zameriava sa viacej na matematicky obsah ako didaktiku alebo pedagogiku. Metafory
popisuju ucitela ako pramen vedomosti. Vyucovanie je zamerané na prenos informacii
Studentom.

Priklad: Chodiaca encyklopédia. Vysvetlenie: Ucitel sa musi neustdle vzdeldvat, musi mat
odborné vedomosti.
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Dal$ou skupinou bola skupina Ug¢itel ako didakticky expert. Sem sme zaradili 25% $tudentov
ucitelstva a 20% ucitefov matematiky. Su to ucitelia, ktori maju vedomosti o tom, ako
vyucovat matematiku tak, aby Ziaci videli jej vyuZitie v praxi. Na rozdiel od predchadzajucej
kategorie sa matematické vedomosti prelinaji s vedomostami o vyucovani matematiky.
Doraz sa kladie na didaktické podanie obsahu a vytvdranie podporného vyucovacieho
prostredia, ktoré pomadha Ziakom pri u€eni sa, optimalne vyuzivanie vyucovacich a ucebnych
metdd a inych podpornych technik.

Priklad: Rezisér. Vysvetlenie: Usmeriiuje, ale dava priestor na vlastné myslienky.

V skupine Ucitel ako pedagogicky expert sa nachadza 13% Studentov ucitelstva a 4% ucitelov
matematiky. Zakladnym prvkom pedagogickych vedomosti je porozumenie [udskému
mysleniu, sprdvaniu akomunikdcii. Déraz sa kladie na vztahy, hodnoty, moralny
a emocionalny vyvin.

Priklad: Butlava viba. Vysvetlenie: Vypocujem si vSetko a potom diskutujem.

Najviac zastupenou skupinou spomedzi jednozlozkovych skupin bola skupina Metafory
vztahujuce sa na osobnost éloveka. Bolo sem zaradenych 25% S$tudentov uditelstva a 24%
ucitelov matematiky. Tieto metafory sa nevztahuju na vyucovanie ani na Ziakov. SU zamerané
na to, ¢o vyucovanie reprezentuje pre kazdého ucitela. Popisuju rysy alebo charakteristiky
ucitelovej osobnosti, ale neodkazuju na ulohy uditela. Poukazuju na to, kto uditel je.

Priklad: Praktik. Vysvetlenie: Nakolko u¢im na odbornej skole, snazim sa aplikovat matematiku
na odbor a na praktické vyuZitie v kazdodennom Zivote. Som prakticky typ ¢loveka, velmi rada
vyuzivam IKT.

Do skupiny Metafory tykajuce sa vyucovacieho prostredia sme na zaklade kritérii nezaradili
Ziadneho Studenta, ani ucitela matematiky. Metafory tykajlce sa vyucovacieho prostredia —
popisuju vlastnosti a charakteristiky prace/ pracovného prostredia. Opisuju, kde (fyzicky,
socialne, organizacne) alebo v akom prostredi ucitelia pracuju. Vykresluju ucitela v socidlnom
kontexte trieda so Ziakmi), ale nezobrazuju matematické vedomosti ucitela.

Celkovo najviac zastipenou skupinou bola skupina Hybridy/ZmieSané metafory. Zaradili sme
sem 25% Studentov ucitelstva a az 44% ucitelov matematiky, ¢o je takmer polovica. Ide
o skupinu, ktora zahfria kombinaciu vyssSie uvedenych kategérii. ZvyCajne zmieSané metafory
obsahuju pedagogicky alebo didakticky aspekt.

Priklad: Kazelnd mapa. Vysvetlenie: Poznda vsetky cesty, ale necha Ziakov vybrat si, ktorou
cestou sa vyberie. Ak si Ziak zvoli Uplne novu, vlastny, cestu a je spravna, tato cesta sa do mapy
zakresli.

V tabulke 1 ponukame Struktiru zmieSanych metafor stredoskolskych ucitefov matematiky.
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Tabulka 1: Struktira hybridnych metafor stredoskolskych ucitelov matematiky

metafory
didakticky matematicky vztahujice sa | matematicky
expert + matematicky expert + matematicky didakticky na osobnost expert +
metafory expert + metafory expert + expert + cloveka + didakticky
vztahujuce sa pedagogicky vztahujlce sa didakticky pedagogicky metafory expert +
na osobnost expert na osobnost expert expert tykajtice sa pedagogicky
cloveka cloveka vyucovacieho expert
prostredia
pocet 2 2 2 2 1 1 1
respondentov
pocet percent 8% 8% 8% 8% 4% 4% 4%

Diskusia a zaver

Vzhladom na prezentovanu metodoldgiu a jednotlivé ukazky mézeme povaZovat poufZitie
metafor za sfubny diagnosticky nastroj, akusi sondu do postojov ucitelov. Pilotna Studia ndam
vSak poukdzala na viaceré limity pouzitia uvedeného ndstroja. Jednym z nich je aj neochota,
Casto aj z c¢asového hladiska, reflexie nad vlastnou pedagogickou praxou, ¢o znizuje
percentudlnu navratnost pri ziskavani idajov.

Na druhej strane aj vzhladom na pilotny charakter Studie je zaujimavé porovnanie zastupenia
zmieSanych metafor u Studentov ucitelstva a ulitelov matematiky z praxe. Zastupenie
zmieSanych metafor, graf €. 1, je u stredoskolskych ucitefov matematiky takmer dvojndsobné.
Predpokladame, Ze na uvedenu skutocnost moéze mat vplyv vlastnd pedagogickd prax
stredoskolskych ucitelov, ktord spbésobuje, Ze chapanie vyucby je komplexnejsie a jednotlivé
oblasti su vnutorne prepojené.

V buducnosti chceme uvedené vysledky skimat na vacsej vyskumnej vzorke, kde by sme mohli
presnejSie stanovit kategorie jednotlivych metafor a porovnat ich s faktormi analyzy hlavnych
komponentov, ako bolo uvedené v Sunderlik, Rybansky (2015).
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Abstract

In this article we concerned with some methodological and terminological problems that are occurring in
computer-aided teaching geometry and we underline their transfer to the education process.

Keywords: dynamical geometry software, geometry, didactics of mathematics

Classification: G10, R20

Uvod

Sucasny stav zavadzania a priameho vyuZitia dynamickych geometrickych programov (DGS) vo
vyucbe matematiky a geometrie je velmi rozmanity a ma mnoho réznych aspektov. V prvom
rade existuje mnozstvo softvérovych produktov, na ktoré sa priamo, Ci sprostredkovane, viazu
aj vyucbové, ¢i iné metodicko — Studijné materialy a manualy.

Skuseny ucitel v praxi vie posudit mieru priameho pouzitia DGS vo vyucbe, ich kvalitu
a odbornd Uroven. Je beZinym javom, Ze Uspesnost integracie DGS do vyucby je zavisla od
konkrétneho vyberu softvéru, pricom sa sleduju také faktory, ako su cenovd dostupnost
programu, naroky na hardvér, kompatibilita s predchddzajucimi verziami a v neposlednom
rade univerzalnost vyuZitia softvéru v roznych tematickych celkoch.

Viaceré DGS maju spolocné znaky akymi su, napr. interaktivita a dynamickost konstrukcii,
volba atributov konstruovanych utvarov a objektov a mnoho dalSich. S prihliadnutim na
uvedené vyhody, ktoré robia z DGS silny motivaény podporujuci prostriedok vyucby,
poukdZzeme v tomto prispevku na niektoré metodické a terminologické problémy, ktoré sa
objavuju pri pocitacom podporovanej vyucbe geometrie azdbéraznime ich prenos do
vyucovacieho procesu.

Poznanie nizsie uvedenych nezrovnalosti mdze byt pre uditela prinosné vo viacerych
ohladoch:

a) umozni mu odhadnut vhodnost vybraného softvéru vzhfadom k cielom vyucby,
b) znalost obmedzeni, ¢i didaktickd nedokonalost DGS mu dovoli vyberat si vhodnu formu na
sprostredkovanie geometrického poznatku, ¢i realizaciu konstrukcie,
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c) vyhne sa neprijemnym prekvapeniam, ktoré su z didaktického hladiska viac na Skodu, ako
na osoh,

d) uvedomi si suvislosti medzi jednotlivymi matematickymi disciplinami,

e) ziska objektivny pohlad na pouzitie DGS.

Za tym Gcelom budeme pisat o DGS vseobecne a nebudeme sa viazat na konkrétny softvérovy
produkt. Zdovodniujeme to tym, Ze vacsSina z dostupnych softvérov aj tak disponuje obdobnou
ponukou moznosti a nastrojov.

Axiomatické ponatie zakladnych utvarov a ich vizualizacia

V geometrii, ako aj v jej vyucbe, su historicky zauzivané isté slovné vyjadrenia, nie vidy logicky
presné. Uvedieme dve ukazky.

Veta (SUS). Dva trojuholniky su zhodné, ak sa zhoduju v dvoch strandch a uhle nimi zovretom.
Exaktne vzaté, uhol je ¢ast roviny, mnozina bodov prieniku dvoch polrovin. Uvazovana strana
trojuholnika teda nelezi oproti uhlu, ale kazdy jej bod patri uhlu.

Komentdr k zneniu druhej vety je obdobny. Strany nezvieraju uhol, pretoze to odporuje
definicii uhla a naviac, ramena uhla su polpriamky.

Tieto a mnohé iné konvencie su vysledkom tradicie, prameniacej z intuicie a snahy o ¢o
najndzornejsie sprostredkovanie geometrického poznatku.

Obdobny fenomém pozorujeme aj v DGS, kde sa bezne operuje so slovnymi spojeniami typu
,0znacit bod“(tym sa nemysli na pomenovanie bodu) ,uchopit bod (resp. iny utvar),
Lpremiestnit bod”, ,,pevny bod“, ¢i ,,volny bod”.

V klasickom ponimani vyucby geometrie, kde sa pouZiva pravitko, ceruzka a papier, tieto
Jterminologické” tvary nemohli vzniknut, pretoZe odporuju axiomatickému ponimaniu
zakladného, a teda nedefinovaného pojmu bod.

Ide vSak o také virtudlne manipulacie so zobrazovanymi uUtvarmi na pracovnej ploche
(obrazovke PC), ktoré ¢inia DGS tym, ¢im su, t.j. prostriedkami umoznujlcimi interaktivne, pre
Ziaka motivacné a dobre vizualizované konstrukcie.

Slovenska matematicka terminoldgia nepozna vhodné pomenovanie tohto javu. V odbornej
literatUre sa autori s touto tazkostou vyrovnavaju rozne — bud' zostava nepovsimnutd, alebo
sa hovori o ,,pohyblivosti bodov”, pripadne sa zavadza novy pojem tzv. ,prdca s geometrickou
premennou.” *

Na 38. konferencii slovenskych matematikov v Liptovskom Jane vroku 2006 odznela
prednadka odbornika na matematickt terminolégiu prof. RNDr. J. Cizmara, CSc., z abstraktu
ktorej vyberame (Cizmar, 2006):

,Novd prirucka by mala predovsetkym odstrdnit vsetky zjavné chyby, malformdcie,
patvary, neustrojné klisé, skostnatenou tradiciou alebo nedostatkom odvahy (Ci
zodpovednosti) tradované narusenia zdkladnych a odévodnenych principov tedrie
terminolégie — jednoducho vsetkych tych omylov v matematickej terminoldgii,

* Pod slovnym spojenim ,,praca s geometrickou premennou” autori (V. Jodas, L. Korefiovda, 2002) myslia: ,,Ked'
algebraik povie ,,majme [ubovolné prirodzené Cislo” ... a napiSe n, je to iné, ako ked geometer povie ,Majme
[ubovolny trojuholnik ... “a nakresli jeden konkrétny trojuholnik. “ Citované podla —(Zilkova 2009), str. 72. Tymto
je povedané, Zze pomocou DGS ten jeden konkrétny trojuholnik vie uzivatel transformovat na iny tak, Ze
,presunie” —zmeni polohu jedného vrchola a konstrukcia sa automaticky prekresli.
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mylnost ktorych stdla uZ na zaciatku ich zaclenenia do terminologickej normy, avsak
v tom case bola mimo obzoru ndsho poznania, Ci lepSie — bola vyrazom ndsho
obmedzeného a nedokonalého poznania.”

Nova prirucka slovenskej matematickej terminoldgie dodnes nebola vydana. Domnievame sa,
Ze aj keby bola, naznaceny fenomén je v DGS natolko osobity, Ze by zostal ako otvoreny
problém. Navyse tvrdime, Ze z pragmatického pohladu by iSlo o beznu deformdciu nazerania
na interaktivne geometrické konstrukcie. Ako analogicky priklad uvddzame, Ze aj v pripade
klasického rysovania ceruzkou na papieri ma naznacena ciara istu hribku, ktord sa zjavne
a nutne musi ignorovat.

Atributy konstruovanych utvarov

K Standardnym nastrojom DGS patri aj zmena atributov konstruovanych utvarov, ¢im sa mysli
vizualna zmena farebnosti modelov, stylu zvyraznenych ¢iar a pléch, ich , hribky” a pod.

Ako demonstracny priklad nam opat posluZi bod, ktory sa zvyCajne na pracovnej ploche
pocitac¢a virtualne modeluje ako samostatny geometricky Utvar v tvare kruhu, Stvorca, i
kruznice alebo prieniku dvoch Useciek (krizik) s roznymi volitelnymi rozmermi.

Konstrukcie, kde bod ,presahuje” priamku, su teda na zamyslenie. Obdobne, aj pri
dynamickych softvéroch modelujicich geometrické utvary trojrozmerného priestoru, kde
priamka sa javi napr. ako valcova plocha.

V kazdom pripade ide o paradox, ktory nie je mozné z DGS odstranit - geometricky Utvar sa
musi vizualizovat nejakou vhodnou formou na pracovnej ploche.

Je jasné, Ze aj vo vyucbe geometrie, kde sa uci klasickym spésobom, prichadza k analogickym
nezrovnalostiam. Nie su vSak také markantné a Ziaci k nim nie su taki vnimavi.

Z uvedeného vyplyva aj jedno doélezité varovanie.

Neuvazené aplikacie DGS do vyucby geometrie v ranych stadiach vyucby, ¢i uz planimetrie na
prvom stupni ZS alebo v za&iatkoch stereometrického uciva, by mohlo viest k vytvoreniu
nespravnych geometrickych predstdv a naslednej deformacii pozndvacieho procesu.

Euklidov pristup ku konstrukciam

Dal$im problémom je euklidovsky pristup ku kontrukcidm. Vysvetlime na priklade priamky.
Priamka je jednoznacéne urc¢end dvomi navzajom réznymi bodmi, ktoré su priamo dané, alebo
su uréené ako prieseCniky zostrojenych Utvarov. V klasickej vyucbe nie je nutné, aby tieto
priesecniky boli exaktne zvyraznené, postacuje vizualny prienik dvoch kriviek na tabuli, Ci
papieri.

V DGS sa musi prieseénik exaktne definovat pomocou vhodného konstrukéného nastroja
(zvycajne nazvaného priesec¢nik), inak ho pocita¢ neidentifikuje a nie je mozné s nim pracovat.

Spolocné body prieniku dvoch Gtvarov

Ak bod je stredom zvazku priamok 1. druhu, potom je jedinym spolo¢nym bodom fubovolnych
dvoch priamok tohto zvazku. Pre DGS existuje C(2, n) priesecnikov, kde N je pocet priamok
zvazku, t.j. kazdy priesecnik je mozné urcit ako prienik fubovolnych dvoch priamok. Takym
spbsobom existuju pre pocitac tri priese¢niky taznic trojuholnika, ktoré si z geometrického
pohladu totoZznymi bodmi, pre pocitacovy program tri identity.
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Obr. 1

Naviac, v DGS sa nerozlisuje, ¢i sme Utvar pomocou danych bodov uz zostrojili.

Napriklad, ak sme dvomi danymi bodmiraz pomocou nastroja ,,zostroj priamku uréent dvoma
bodmi“ priamku zostrojili a opdtovne pouzijeme tento nastroj na dané body, znovu priamku
zostroji a program eviduje vo vnutornom zozname zostrojenych uUtvarov pod inym
pomenovanim, t.j. nerozliSuju sa totozné Utvary (obr. 1).

K nezrovnalostiam prichadza aj pri automatickom uréovani prieseénikov, najma ak ide
o prienik dvoch kriviek a aspon jedna je kvadraticka. Sec€nica kruznice pretina kruznicu v dvoch
navzajom réznych bodoch, ktoré v DGS vie uzivatel pohodlne oznacit. Interaktivita programu
dovoluje zmenit poziciu priamky vodéi kruznici, dynamika vyznacuje aktudlne pozicie
priese¢nikov, kym secnica ,,prejde” do vizualneho, limitného pripadu dotycnice.

Podla definicie je dotyCnica priamka, ktord ma s kruznicou jediny spoloc¢ny bod. V tomto
pripade pocita¢ eviduje body dva, pretoze pracuje na baze zakladov analytickej geometrie
auloha o vzajomnom prieniku priamky a kruznice sa prevadza na najdenie korerov
kvadratickej rovnice sredlnymi koeficientmi (hodnoty softvér pouzije ako suradnice
odpovedajucich bodov, ktoré nasledne zobrazi).

Vizualizacia relacie totoznosti vychddzajuca z deduktivheho ponimania geometrie teda nuti
premyslajuceho uzivatela (ucitela, Ziaka) k zamysleniu sa nad vyznamom aparatu analytickej
geometrie.
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Odhad a meranie

Tym, Ze DGS pracuju na baze aparatu analytickej geometrie, prindsaju aj ini vymozenost —
meranie vzdialenosti, velkosti uhlov a vypoéty obsahov. Hoci je uZivatelovi umoznené, aby
nastavil presnost numerickych vypocétov s vopred stanovenym poctom desatinnych miest,
stdle pojde o priblizné vypocty.

Ztoho dobvodu treba neraz Ziakom zdoraznit, Ze zobrazované hodnoty nemozu byt
povaZované za relevantny dékaz vybranej geometrickej vety. Jej vSeobecnu platnost je nutné
dokazat. Nazorna numericko-graficka vizualizacia je len podnetom k objavovaniu a formulacii
hypotézy.

Napriklad, ak sa rozhodne ucitel demonstrovat vetu o sucte velkosti vnutornych uhlov
trojuholnika, lahko necha pomocou nastroja ,meranie uhla“ uhly zmerat aich aktudlne
hodnoty zobrazit, dokonca urdit aj ich sucet.

MoéZe nastat pripad, Ze vysledna zobrazend hodnota sa bude lisit od ocakavanej konstanty
rovneJ 180°, dokonca ju moze prekrodit.

B
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Obr. 2

Velkosti vyznaéenych uhlov na obrazku nezodpovedaju geometrickému poznaniu.

Na obr. 2 je nastavené zaokruhlovanie na celé Cisla. Majme vSak na pamati, Ze nech nastavime
zaokruhlovanie na lubovolna presnost, vidy pdjde o priblizné vypocty. Navyse, v trojuholniku
ABC bolo zvolené automatické urcenie velkosti vnutornych uhlov. Vysledok — program
vyznacil a zmeral nekonvexné uhly, pretoze ,reSpektoval” ich orientaciu zavedenu poradim,
vakom boli body A,B,C zostrojované. Premiestnenim bodu B do opacnej polroviny
s hrani¢nou priamkou AC, program automaticky preznaci uhly na vnutorné uhly trojuholnika
ABC.

Aka je pricina?
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Vo vyucbe geometrie sa orientdcia uhla zavadza az na strednej Skole, kedy sa vyucuje zhodnd
transformacia — otocenie. DGS vsak s orientaciou pracuju striktne a velkosti uhlov zobrazuji a
meraju v kladnej orientacii.

Obdobna situdcia nastava pri merani diZok Useciek. Ich orientécia sa v DGS nezavadza, ¢o je
dobré avsulade s definiciou dizky Gse¢ky. Numerickd presnost viak moze obdobne
skomplikovat predkladany geometricky poznatok.

Konstrukéné Glohy o trojuholniku na ZS

Pouzitelnost DGS pri konstrukénych ulohach, v zadani ktorych vystupuje uhol, resp. jeho
velkost, je na zdkladnej skole zna¢ne obmedzena.

Ak uvazime napriklad konstrukciu trojuholnika podla vety SUS, potom v klasickom pristupe ku
konstrukcii si Ziak ako prvu zostroji usecku, ktord leZi na ramene daného uhla. Nasledne
zostroji bod druhého ramena pomocou uhlomeru tym, Ze nanesie uhlomerom odpovedajtcu
velkost daného uhla, zostroji druhé rameno a kruznicovym oblikom na prave zostrojenom
ramene vyznaci krajny bod prilahlej isecky k danému uhlu.

Prave manipuldcia s uhlomerom, takd samozrejma pre Ziaka, je v DGS prostredi na drovni
zakladnej Skoly problematicka.

Presne zostrojit ,,chybajice” rameno Ziak / ucitel moze bud zhodnostou - otocenim Usecky
okolo jej krajného bodu alebo priamou konstrukciou fubovolnej polpriamky so spolo¢nym
zaciatocnym bodom, ked danu - poZadovanu velkost uhla prispésobi zadaniu vdaka
interaktivite programu.

V prvom pripade, ked'Ziaci nepoznaju transformaciu (otocenie), ide o intuitivne pochopitelny
algoritmus, podany viac-menej bez vysvetlenia.

V druhom pripade vidime prisp6sobovanie si podmienok zadania, didakticky nevhodné
ulahcenie, nabadajuce k hadaniu, ktoré moze viest aj k problematickému vyhodnocovaniu
poctu rieSeni v diskusii konstrukénej ulohy.

Praca v rozSirenej euklidovskej rovine

Za jeden zo zavaznejSich metodickych problémov v DGS vsak povazujeme ,pracu s
nekone¢nom®.

Uc¢ime ziakov euklidovski geometriu a niektoré DGS kvoli ,plynulosti konstrukcii pracuju
v rozsirenej euklidovskej rovine. Takymto vyucbovym softvérom je napr. Cabrill a Cabrill Plus.
Skryté ,,nekoneéno” sa naplno prejavi v konstrukcidch r6zneho charakteru, kde vystupuje
automaticka animacia.

Predstavme si, Ze demonstrujeme Ziakom podstatu vzorca na vypocet obsahu trojuholnika

1 . y iy . . . . y
podla vzorca S ==12v, kde z je zakladna, vV vyska trojuholnika. Zostrojime teda zakladnu z,

vo vybranej vzdialenosti V rovnobezku, na ktorej zvolime lubovolny bod. Vyznacime
trojuholnik a nechame program vypocditat (numericky) a zobrazit obsah Utvaru zabudovanym
nastrojom.

Ak pohybujeme bodom po priamke, obsah zostava konstantny, pretoze ako dizka zékladne,
tak aj vyska trojuholnika, si nezmenené.

Zmenou jedného z uvedenych parametrov, zmeni sa aj hodnota obsahu trojuholnika. Potial je
vsetko v poriadku.
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Ak vSak pohybujeme bodom po priamke dostatocne dlho, pripadne pouzZijeme ndstroj
»animdcia“, po nejakom case tento bod ,preskoCi a pride do viditelnej Casti pocitacovej
plochy z druhej strany, nez , odiSiel”.

Ulohy s ¢iselnymi vstupmi

Vi&sina zadani konstrukénych dloh na 7S a SS je s konkrétnymi &iselnymi poZiadavkami na
dizky danych usetiek, resp. velkosti uhlov.

To vyzaduje pri rieSeni pomocou DGS zadanie konkrétnej hodnoty do programu vopred, ¢o nie
je problém, pretoZe s touto moznostou DGS disponuju - roznymi spésobmi a v roznej kvalite.
Ma viak tsecka dizky 2 cm, ktord deklaruje vystup z programu, skutoéne 2cm?

K deformacii odhadu hodndét prichadza aj v momente, ked konstrukciu ,priblizime” oku
pozorovatela.

Predimenzovanie konstrukcii za u¢elom interaktivity

Ziakov u¢ime rysovat pomocou tradi¢nych prostriedkov esteticky a Usporne, aby obrazok
nebol preplneny a dal sa lahko ,¢itat” .

Ak aplikujeme takyto pristup aj do vyucby pomocou DGS, pri zasahu do konstrukcie aj pri
zachovani vstupnych hodnot, méZieme ,stratit” vysledok v dosledku zaniku dovtedy

existujiceho priese¢niku. Ziaka to moéze viest k mylnym zaverom, e Uloha nemd riesenie.

s ==
| subor Upravy Vzhlad Nastavenia Nastroje Okno Napoveda

N
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= Bod L#er
> A=(-1,0)
»B=(7,0)
5 C=(23)
= KuZelosecka P
o KI(x+ 12+ (y S
5 k(X =T+ (y
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» mnohouholni
- Usetka
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>b=5
2c=8

@

Vstup: ]

Obr. 3

Zabezpedit konstrukciu tak, aby bola interaktivna a stale ,dobrda” vyZaduje pri zostrojovani
nevyuzivat Gtvary koneénych dizok, t. j. namiesto kruZnicovych oblikov zostrojovat kruznice a
namiesto Useciek a polpriamok radsej priamky.

Musime poznamenat, Ze takto ob¢as dostaneme vysledok, ktory nie je rieSenim. Vhodnym
ilustracnym prikladom su konstrukéné ulohy na zostrojenie Stvoruholnika, kedy sa vo
vyslednej konstrukcii moze objavit aj tzv. skrizeny Stvoruholnik.



Dusan Vallo: Metodicko-terminologické nezrovnalosti vo svete DGS 49

L T e it S i o i
| File Edit View Options Tools Window Help
B

» Algebra ~ Graphics
- Conic S He
-0 e (x - 0.78)2

» g: (x-0.78)
Fo kg (x - 4.78)7
o k(X - 2.45)7 b
~o Kz (X - 1.78)2
= Line
o p:y=181
= Number
~va=4
Fob=3
hoc=1 3 | ;
od=2 I
- Point . 4 /
Lo A=(0.78, -0.

2 D=/A7Q N~
[ +

il

Input: ]

Obr. 4

Na obr. 4 je rieSenie konstrukénej Ulohy v programe GeoGebra s tymto zadanim:
Zostrojte lichobeZnik ABCD, ak su dané dl’z“ky jeho stran, a=4cm, b=3cm, c=1cm, d=2cm.

Prienikom rovnobezky p s kruznicou k¢(C, c=1cm) su dva body D, D;. RieSenim je viak len bod
D, utvar ABCD; predstavuje tzv. ,skrizeny Stvoruholnik”. V zahrani¢nej literature, skrizeny
Stvoruholnik je mnoZina bodov roviny, ktoré si ohrani¢ené zloZenou, uzavretou lomenou
¢iarou so Styrmi vrcholmi. V nasej, slovenskej metodike takyto uUtvar nepovaZujeme za
Stvoruholnik.

Nie je utvar ako utvar

Ak ucitel na tabuli zostroji uzavretl lomenu ciaru s tromi vrcholmi, prehlasi ju za trojuholnik.
Je zrejmé, Ze podla definicie je trojuholnikom mnoZina bodov roviny ohrani¢ena touto ¢iarou,
vratane Ciary. Z didaktickych dévodov nie je vSak Ziaduce na tabuli zvyrazriovat plochu. Pre
pracu v DGS je nutné programu definovat, Ze ma ,pracovat” s rovinnym Utvarom, pretoze
vysSie prevedena konstrukcia v geometrickom programe zostane lomenou ciarou, s ktorou sa
da pracovat inak ako s trojuholnikom zostrojenym pomocou nastroja ,,mnohouholnik”.

Vizualizacia Utvarov trojrozmerného priestoru

K najznamejSim a najpouzivanejSim dynamickym vyucbovym softvérom, ktoré vizualizuju
trojrozmerny euklidovsky priestor, su v su¢asnosti Cabri 3D a GeoGebra 5.
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Obr. 5

Nespornou vyhodou tychto pocitacovych programov je ich funkcia virtualnej manipulacie

s konstrukciami, ako aj mozZnost prezerania si konstrukcii z r6znych pohladov. Za tym ucelom
hlavhou zobrazovacou metddou je stredové premietanie a nie klasické volné rovnobeiné
premietanie, ktoré u¢ime Ziakov na hodinach geometrie. (Sedivy, 2006)

Volné rovnobezné premietanie urcené svojimi charakteristikami neumoziiuje takuto
manipulaciu s objektmi.

Vyhoda ,poprezerania si konstrukcie z kazdej strany” ma podla nasho nazoru vyznamny
didakticky prinos.

Volne povedané, ide o pripad porusenia pravidiel zobrazovania telies v Skolskej geometrii, nie
zakonitosti zobrazovacich metdd. Uvaime tato skutocnost na ukazke, kde sa zostrojené
rovnobezky - priamky FG a EH nezobrazia ako rovnobezné.

Zo skusenosti vieme, Ze vo vacSine pripadov si tento jav Ziaci/uZivatelia nevsimnu. V pripade,
Ze by sa tak stalo, ma ucitel k dispozicii vyssie uvedené vysvetlenie.

Zaver

Na zadver eSte poznamename, Zze tvorivy ucitel dokaze aj ztychto ,nevyhod”
a terminologickych nezrovnalosti ¢osi podnetné ,vytaZit” a vyuZit vo vyucovacom procese.
To, ¢o sa javi ako metodologicky problém, moze byt v rukach Sikovného a tvorivého uditela
prilezitostou k ndazornému, konstruktivistickému pristupu k vyucbe. Takymito a obdobnymi
Uvahami sa eSte budeme zaoberat v niektorom z dalSich prispevkov.
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Abstract

Maths teachers and teachers in general, regardless the subject and educational level, often encounter learners
asking “What do | need this for?” In the introduction of this paper let us ask a slight modification of the question
— when one managed to learn it (something subject-related), how far could they make it in their lives? When
investigating this issue we avoided professional mathematicians whom the discovery of a theorem itself gave
enough satisfaction. We focus on outstanding personalities of the world history who achieved astonishing results
in mathematics as well, yet, rarely a word about them is spent in history lessons.

Keywords: history of maths, emperors, generals, presidents.
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Uvod

Tesne pred vyjadrenim znechutenia ¢i nezaujmu nad preberanym ucivom Studenti zakladnych,
strednych, vysokych 3kél zvyknu poloZit oblibenl otazku ,,a naco mi to bude?”. V nasom
¢lanku sa skusime na fiu pozriet z iného uhla — ak uzZ v histérii niekto ovladal matematiku, ¢o
vsetko mohol dosiahnut... Pokusime sa pritom vybrat postavy z réznych storoci, r6znych krajin
a navyse sa zameriame predovsetkym na zndmych vojvodcov a generdlov. Na zaver si
predstavime aj na mensie dotyky matematiky ¢i matematikov so svetovymi dejinami, ktoré
samozrejme boli kladné i zaporné.

Cisari, prezident, papez

Nasim prvou hviezdou v zozname nie je nik mensi ako Napoleon Bonaparte (1769 — 1821),
francuzsky cisar, dobyvatel Eurépy. Svoj talent pre matematiku ukazoval uz od 10 rokov,
okrem toho miloval dejepis — predovsetkym ho zaujimali Zivotopisy slavnych, ¢i uz Alexandra
Velkého alebo Julia Caesara. Po ukonceni vojenskej akadémie bol prijaty na elitnd parizsku
Skolu Ecole Militaire, kde dokonca kvéli nedostatku periazi musel ukoncit dvojroény kurz za
jeden rok. Medzi jeho skusajucich patril aj Laplace (ktorého neskor Napoleon vymenoval do
sendtu, udelil mu aj gréfsky titul a nakratko bol ministrom vnutra). Jeho matematické znalosti
— vypocty uhlov a trajektérii — mu umoznili stat sa uz v 16 rokoch porucéikom delostrelectva.
K jeho dalSiemu prudkému postupu pomohli aj burlivé ¢asy francizskej revollcie, boje proti
kontrarevolucii i cudzim mocnostiam — a tak sa stal brigddnym generalom, velitelom armady,
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konzulom a napokon aj francuzskym cisarom (1804). Vybojnymi vojnami ovladol velku cast
Eurdpy, jeho pdad zacal aZ po neuspesnom tazeni v Rusku. Jeho dalSie osudy su dostatocne
zname, preto sa vratime k matematike, kde méZeme najst Napoleonovu vetu:

Nech je dany trojuholnik ABC, zostrojme nad kaZdou jeho stranou rovnostranny trojuholnik.
Potom stredy strdn opisanych kruZnic k trom zostrojenym trojuholnikom vytvdraju tieZ
rovnostranny trojuholnik (tzv. Napoleonov trojuholnik).

~Eac _—

Obrazok 1: Napoleonov trojuholnik

Jej d6kaz moZno ndjst v [4] alebo [5]. Na tomto mieste nembZme este nechat bez povsimnutia,
Ze velitelom ruskej armady, ktord porazila Napoleona bol marsal Michail lllarionovi¢ Kutuzov.
Kym ho cdr povolal do sluzby priamo v armade, pdsobil na Stachtickej delostreleckej akadémii
(bol aj jej absolventom) ako vyucujuci matematiky.

Obrazok 2: Napoleon Bonaparte Obrazok 3: M. |. Kutuzov
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Daldieho , utajeného” matematika najdeme za velkou mlakou, a opit na vysokom poste — 20.
americky prezident James Abram Garfield (1831 —1881). Bol mimoriadne inteligentny, dokdazal
pisat oboma rukami. Vo svojom Urade pdsobil len 200 dni, kym bol nariho spachany atentat —
gulku v jeho tele pomahal hladat aj Alexander G. Bell pomocou svojho nového vyndlezu,
detektoru kovov. AvSak prezident podlahol infekcidam ziskanym pocas operacie. Opét sa
vratme kjeho matematickym schopnostiam — na nasledovnych riadkoch skratene
predvedieme Garfieldov dékaz Pytagorovej vety. Vyuzitim obrdzka 5 pre obsah daného

lichobeZnika plati S =%(Zl+zz)v=%(a+b)(a+b). Ak sa naf pozrieme ako na Utvar

1 1 1
zloZeny z troch trojuholnikov, pre uvedeny obsah mame S, = Eab +§ab +§CC . Porovnanim

tychto vyrazov hned dostadvame a’+b? =c2.

Obrazok 4: J. A. Garfield Obrazok 5

Vyznamného uéenca a matematika ndjdeme aj priamo na papeiskom stolci — 139. papez
Silvester II. (950 — 1003), vlastnym menom Gerbert d’Aurillac. Narodil sa vo Francuzsku,
v mladom veku vstupil do kldstora a vzdelanie sa mu dostalo v Kataldnsku — kde sa vtedy
stretdvala eurdpska a arabskd veda. Neskor bol povazovany za jedného z najvacésich uéencov
tej doby, bol ucitelom rimskonemeckych cisarov Otta Il. aj Otta lll. Spolupracoval s nimi naich
sne zjednotenia Zapadorimskej a Vychodorimskej riSe (a neskér Eurépy) ako Imperium
Christianum (Risa krestanov). Z hladiska matematiky sa mu predovsetkym pripisuje zavedenie
arabskych Cislic do eurdpskej matematiky (nepouzival nulu) — a tak bol schopny v hlave robit
vypocty, ktoré boli nemozné pre tych, ¢o pouzivali rimske Eislice. Vzniklo tak viacero legiend
o tom, ako vlastni knihu kuziel, je ¢arodejnikom, spolceny s diablom, ¢i dokonca vyrobil
bronzovu tavu, ktord dokazala na kazdu otazku odpovedat ano — nie. Pri zloZitejsich vypoctoch
pouzival abakus — ten bol znamy uz v staroveku, no vytratil sa a potom sa musel do Eurdpy
vratit z arabskej ¢asti sveta.



Marek Varga: Naco im bola matematika 55

e

A
' I".'ni

Obrazok 6: Silvester II.

Generdli a matematika

Matematicky talent sa nezriedka vyskytuje u UspeSnych vojvodcov, niektorych z nich
spomenieme v dalSich riadkoch. Za¢nime Jurijom von Vega (1754 — 1802), rakuskym
generdlom slovinského povodu. Najskor pracoval ako inZinier, neskér vstupil do armady
a navrhol nové typy diel ahufnic, pomocou ktorych dokdazal ziskat niekolko dovtedy
nedobytnych pevnosti. Maria Terézia ho tak povysila az na generdlmajora. Je zaujimavé, ze
v ¢asoch mieru sa venoval pisaniu u¢ebnic matematiky i fyziky, bol tiez autorom niekolkych
zvazkov logaritmickych tabuliek (prelozené do viacerych jazykov). Taktiez vydal zbierku
integralov. Je po nom pomenovany krater na mesiaci, tiez mal portrét na slovinskych
bankovkach.

Obrazok 7: J. Vega Obrazok 8: R. E. Lee
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Dal$im generalom do partie méze byt Robert Edward Lee (1807 — 1870). Pred matematikou
dal prednost vojenskej kariére, déstojnicku Skolu West Point dokondil ako druhy najlepsi
vrocniku. Venoval sa stavbe opevneni, neskdr navrhoval trasy utokov armdady. Tieto
skusenosti vyuzival vo vojnach s Mexikom, Indidnmi, neskér bol hlavnym velitefom juzanskej
Konfederacie v americkej obcianskej vojne. Napriek jeho mnohym vitazstvam musel napokon
podlahnut priemyselne vyspelejSiemu Severu, po vojne bol rektorom univerzity v Lexingtone.

Titul generalissima ziskal aj cesky Slachtic Albrecht Vaclav Eusebius z Valdstejna (1583 — 1634).
Pomahal Ferdinandovi Il. stat sa ¢eskym krdlom a zaroveri aj v bojoch proti protestantskej Lige.
V mladosti vSak Studoval matematiku, napr. aj na univerzitach v Bologni ¢i Padove.

Generala— matematika napokon najdeme aj v bojovom lietadle. Mikulas Grofcik (1917 —2009)
bol pocas druhej svetovej vojny pilotom RAF. KedZe sa vsak pri vycviku rychlo preukazal jeho
talent na matematiku, poslali ho na dalsie studium univerzity a potom uz mohol vniknut do
tajov najmodernejSieho a prisne utajovaného riadenia radarového systému na ochranu
vzdusného priestoru. Osobne sa nadalej zucastrioval patracich a evakuacnych letov. Po vojne
sa vratil do vlasti, neskor usiel pred komunistickym prevratom a p6sobil ako odborny asistent
na City University v Londyne.

Obrazok 9: Albrecht Obrazok 10: M. Grofcik

Uvodom dalSich riadkov sa najskor ospravedinime rimskemu cisdrovi Hadridnovi (76 — 138),
Ze sme ho zaradili az sem. Preco tolka zdvorilost? Cisar mal talent na maliarstvo i poéziu, ale
predovsetkym na matematiku a architekttru. Navrhol a dal postavit chramy ainé budovy
v Rime aj v Aténach, taktieZ dal postavit ochranné opevnenia na severe provincie Britania a na
juhu provincie Afrika. AvSak architekta, ktory si dovolil jeho dielo kritizovat, dal popravit...
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Obrazok 11: Hadrian

Dotyky matematiky s historiou

Na zdver spomenieme esSte jemnu suvislost matematiky s dejinnymi udalostami, pricom
spomenieme aj slovicko ,keby”, ktoré historici nemaju v oblube.

Milenkou Vladimira Ilji¢a Lenina (1870 — 1924) bola Apolinarija Jakubovova, velmi vzdelana
Zena, ktora vystudovala matematiku a fyziku, neskér vyucovala na vecéernej skole. Lenin ju
dokonca poZiadal o ruku, ale odmietla — kto vie, mozno sme dnes nemuseli poznat Velkd
oktébrovu socialisticku revoluciu...

Uz vieme, aké tragické nasledky pre Eurdépu a vlastne cely svet malo neprijatie istého
neschopného rakuskeho maliara (aj ked dnes ho povazujeme za Nemca) Adolfa Hitlera.
Analogicka chyba sa stala aj na vychode. Ako matematik v observatériu v Thilisi pracoval totiz
Josif Visarionovi¢ DZugasvili (1878 — 1953). Zial, carska policia ho podozrievala z protistatnej
¢innosti a tak mu prehladali byt. Na protest proti tomuto spravaniu odiSiel zo zamestnania,
stal sa profesiondlnym revolucionarom a dalSie Stalinove vycifianie v Sovietskom zvaze
i zhubny vplyv na satelitné krajiny uz pozname...

Nas prehlad pokracuje na ruindch Osmanskej riSe — Mustafa Kemal Atatiirk (1881 — 1938),
zakladatel a prvy prezident Tureckej republiky, dostal svoje prostredné meno od ucitela
matematiky. Jeho vynikajuce vedomosti ocenil primenim ,kemal”, tj. ,,dokonaly” (pre jeho
velku vaznost a oblUbenost zas oznacdenie ,Atatiirk znamenad ,,otec Turkov”).

Aby sme neboli priliS tendenény, na zaver spomenme dalej aj ludi — zndme osobnosti
svetovych dejin, ktori matematiku prave nemilovali. Ihned sa ndm ponuka byzantsky cisar
Justinian I. (482 — 565), ktory v pravnom kddexe v Casti ,,0 zloCincoch, matematikoch aim
podobnych” vyslovene zakazuje ,,zavrhnutia hodné umenie matematické”. Toto vsak zrejme
suviselo so Sirenim krestanstva, pretoze cisar zakazal aj vyucovanie na ,,pohanskej” platonskej
Akadémii v Aténach.

S matematikou sa nekamaratil ani pan John Singleton Mosby (1833 — 1916), hoci vynikal
v latinCine, gréctine i literature, kvoli nedspechom v matematike neukoncil dve vysoké skoly,
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na ktorych zacal studovat. Napriek tomu sa v americkej obcianskej vojne stal postrachom
Unionistov, prezyvali ho ,Sedy duch“. Jeho maélopocetné oddiely sa 3pecializovali na
zaSkodnicke akcie v tyle nepriatela a stali sa predchodcami dnes mozno najlepsich Specialnych
jednotiek na svete — Rangers (aj ked toto tvrdenie nehovorte nahlas pred ¢lenmi Specnaz).

»
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w

Obrazok 12: Justinian 1. Obrazok 13: J. S. Mosby

Zaver

V predoslom texte sme sa snaZzili ukazat, kde viade sa ndam méze matematika zist. Potrebovali
ju dobyvatelia vo vojndach, generali pri planovani vojenskych utokov, cisari pri Usili o rozkvet
riSe, dokonca pozname aj papeiza, ktory ovladal toto umenie. UCit sa a chapat matematiku je
teda velmi vyhodnou investiciou do buducnosti, hoci ani dnes nevieme Studentom presne
a detailne povedat, na ¢o presne ju budu potrebovat...

Literatura

[1] Struik, D. J.: Dejiny matematiky; Orbis, Praha, 1963

[2] JuSkevig, A. P.: Dejiny matematiky ve stredoveku; Academia, Praha, 1977

[3] Znam, S. a kol.: Pohlad do dejin matematiky; Alfa/SNTK, Bratislava, 1986

[4] http://forum.matematika.cz/files/prace/SOC Nektere netradicni vhledy do geometrie.pdf

[5] http://www.cut-the-knot.org/proofs/napoleon.shtml

[6] http://mathworld.wolfram.com/NapoleonsTheorem.html

[7] https://cs.wikipedia.org/wiki/James A. Garfield

[8] http://www.wikihow.com/Do-Garfield%27s-Proof-of-the-Pythagorean-Theorem

[9] http://jwilson.coe.uga.edu/emt668/emt668.student.folders/headangela/essayl/pythago
rean.html



http://forum.matematika.cz/files/prace/SOC_Nektere_netradicni_vhledy_do_geometrie.pdf
http://www.cut-the-knot.org/proofs/napoleon.shtml
http://mathworld.wolfram.com/NapoleonsTheorem.html
https://cs.wikipedia.org/wiki/James_A._Garfield
http://www.wikihow.com/Do-Garfield%27s-Proof-of-the-Pythagorean-Theorem
http://jwilson.coe.uga.edu/emt668/emt668.student.folders/headangela/essay1/pythagorean.html
http://jwilson.coe.uga.edu/emt668/emt668.student.folders/headangela/essay1/pythagorean.html

Marek Varga: Naco im bola matematika 59

[10] http://www.cut-the-knot.org/pythagoras

[11] https://sk.wikipedia.org/wiki/Silvester lI
[12] http://dml.cz/bitstream/handle/10338.dmlcz/401787/DejinyMat _19-2001-1 10.pdf

[13] http://www.scienceworld.cz/neziva-priroda/silvestr-ii-papez-ktery-byl-matematikem-
1447/?switch theme=mobile

[14] https://cs.wikipedia.org/wiki/Jurij Vega

[15] http://www2.arnes.si/~glisentvid10/vegaan.html

[16] http://encyklopedia.sme.sk/c/3101681/lee-general-robert-edward.html

[17] http://zivot.cas.sk/clanok/1149/albrecht-z-valdstejna-na-kolena-ho-dostala-choroba-
zoldnierov

[18] http://www.vvzs.mil.sk/index.php?ID=7487

[19] http://encyklopedia.sme.sk/c/4351158/hadrian-cisar.html

[20] https://cs.wikipedia.org/wiki/Hadrianus

[21] http://www.instory.cz/1194-sokujici-odhaleni-po-sto-letech-rozlousknuto-nejvetsi-
tajemstvi-v-i-lenina.html

[22] http://www.oskole.sk/?id cat=1&clanok=96762246

[23] https://sk.wikipedia.org/wiki/Josif Vissarionovi%C4%8D Stalin
[24] https://sk.wikipedia.org/wiki/Mustafa Kemal Atat%C3%BCrk

[25] https://cs.wikipedia.org/wiki/Justini%C3%Aln I.

[26] https://www.google.sk/search?g=john+singleton+mosby&ie=utf-8&oe=utf-
8&gws rd=cr&ei=IgoFVsKBLMOra-O4hlgJ

[27] http://www.muzeumpp.eu/index.php?option=com_content&view=article&id=372%3A
napoleon-bonaparte-cisar-dobyvate&catid=51%3Aarchiv-lankov&Itemid=103&lang=sk

[28] https://sk.wikipedia.org/wiki/Napoleon Bonaparte

[29] http://www.pluska.sk/izdravie/relax/relax/smrt-napoleona-bonaparta-bola-vrazda-
alebo-vredy.html



http://www.cut-the-knot.org/pythagoras
https://sk.wikipedia.org/wiki/Silvester_II
http://dml.cz/bitstream/handle/10338.dmlcz/401787/DejinyMat_19-2001-1_10.pdf
http://www.scienceworld.cz/neziva-priroda/silvestr-ii-papez-ktery-byl-matematikem-1447/?switch_theme=mobile
http://www.scienceworld.cz/neziva-priroda/silvestr-ii-papez-ktery-byl-matematikem-1447/?switch_theme=mobile
https://cs.wikipedia.org/wiki/Jurij_Vega
http://www2.arnes.si/~gljsentvid10/vegaan.html
http://encyklopedia.sme.sk/c/3101681/lee-general-robert-edward.html
http://zivot.cas.sk/clanok/1149/albrecht-z-valdstejna-na-kolena-ho-dostala-choroba-zoldnierov
http://zivot.cas.sk/clanok/1149/albrecht-z-valdstejna-na-kolena-ho-dostala-choroba-zoldnierov
http://www.vvzs.mil.sk/index.php?ID=7487
http://encyklopedia.sme.sk/c/4351158/hadrian-cisar.html
https://cs.wikipedia.org/wiki/Hadrianus
http://www.instory.cz/1194-sokujici-odhaleni-po-sto-letech-rozlousknuto-nejvetsi-tajemstvi-v-i-lenina.html
http://www.instory.cz/1194-sokujici-odhaleni-po-sto-letech-rozlousknuto-nejvetsi-tajemstvi-v-i-lenina.html
http://www.oskole.sk/?id_cat=1&clanok=96762246
https://sk.wikipedia.org/wiki/Josif_Vissarionovi%C4%8D_Stalin
https://sk.wikipedia.org/wiki/Mustafa_Kemal_Atat%C3%BCrk
https://cs.wikipedia.org/wiki/Justini%C3%A1n_I
https://www.google.sk/search?q=john+singleton+mosby&ie=utf-8&oe=utf-8&gws_rd=cr&ei=lgoFVsKBLMOra-O4hIgJ
https://www.google.sk/search?q=john+singleton+mosby&ie=utf-8&oe=utf-8&gws_rd=cr&ei=lgoFVsKBLMOra-O4hIgJ
https://sk.wikipedia.org/wiki/Napoleon_Bonaparte
http://www.pluska.sk/izdravie/relax/relax/smrt-napoleona-bonaparta-bola-vrazda-alebo-vredy.html
http://www.pluska.sk/izdravie/relax/relax/smrt-napoleona-bonaparta-bola-vrazda-alebo-vredy.html

Acta Mathematica Nitriensia
Vol. 1, No. 2, p. 60 - 67

Mikriecnsia ISSN 2453-6083

Teacher trainees crossing the barrier between the concrete and
the abstract - (mis)understanding of geometric concepts

Zuzana Vitézova? — Zuzana Nasticka?

@* Department of mathematics, Faculty of Natural Sciences, Constantine the Philosopher University in Nitra,
Tr. A. Hlinku 1, SK-949 74 Nitra,

Received 30 September 2015; received in revised form 5 October 2015; accepted 15 October 2015

Abstract

In general, abstraction and correct understanding of fundamental concepts play an important role in teaching
practice. A good teacher not only has to know the proper meaning of concepts, but also be able to use them
correctly and recognize situations in which it is sensible to use particular terms. Pupils acquire notions of terms
in their early childhood and then in primary educational level, therefore primary teachers’ correct
understanding of the concepts is essential. During their university studies some teacher trainees find out that
they have incorrect or insufficient notion of geometric terms. This can be remedied in several ways. Useful
remedy methods can be discussions, Socratic dialogue or use of various material teaching aids. We managed to
interlink these three methods in a 90-minute lesson of an optional course covered in study plan of the Teacher
Training Master Programme for Primary Education at Constantine the Philosopher University in Nitra, Slovakia.
The students who participated in the lesson were in their first or second year of the master degree study. The
submitted contribution comprises a brief description of the lesson and a summary of findings we obtained by
means of worksheets filled in by the teacher trainees.

Keywords: polyhedron, base of a solid figure, skeleton models of solid figures, Socratic dialogue

Classification: D60, D70

Introduction

All their lives people learn mainly from their experience. For children it is natural to touch
and try everything. After having started their school attendance, they are forced to learn
more and more through reading and writing. For many children this change might be very
hard. Teachers can soften the blow of this transition by means of suitable aids (Gabajova &
Vankus, 2011). Also, it is very important for children to learn to express themselves correctly
from the very beginning of their schooling. Correct expressing includes use of appropriate
register and terms for particular concepts. In this sense the teacher is a key character from
whom learners adopt language devices and register. That is why we considered it a good
idea to make the primary teacher trainees construct skeleton models of solid figures from
easily available drinking straws.

Objectives and research tools

The research was conducted in alesson from an optional mathematics course with 50
students at the age of 22 and over who were in their first or second year of Teacher Training
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Master Programme for Primary Education. The lesson contents were focused on both
educational and research goals. The educational goals included revision or acquisition of
students’” knowledge of regular polyhedrons, planar figures which form the faces of given
solids, number of edges, faces and vertices, and last but not least, correct labelling of the
solid and planar figures. An additional objective was to introduce a simple way of preparing a
teaching aid which the teacher trainees might find useful in their teaching practice later on.
The research goals included investigating the teacher trainees’ deficiencies in understanding
selected geometric concepts, and verifying applicability of Socratic dialogue within
mathematics education of pre-service teachers. The research tool for data collection was a
two-page worksheet, with a task to define selected geometric concepts on one page, and a
task to fill in a table related to selected solid figures on the other page. The worksheets filled
in by the teacher trainees were subjected to content analysis.

Polyhedrons in mathematics education

According to the National Educational Programme ISCED 1 pupils first encounter solid figures
in the fourth year of primary school, when the primary focus is put on cubes, cube
constructions and drawing their plans and elevations (ISCED 1). However, pupils encounter
many other solid figures in their natural environment. Thus, they can also encounter regular
polyhedrons. It is crucial that the teacher can correctly label the fundamental parts of the
solids, so that their pupils are exposed to correct register properly describing the concepts.
What children acquire at this stage, they (mis)use later on in their lives.

Material teaching aids

One of the basic principles in mathematics instruction, and in education in general, is the
principle of clearness and illustration. This principle highlights the importance of concept
formation by means of illustrations and demonstrations, and the importance of knowledge
and skills acquisition and habit formation through sensual perception of phenomena and
objects, such as drawings, photographs, objects, and also inner experience and images
elicited by narration. This can be efficiently provided by material teaching aids (Sedivy,
2006). A teaching aid is a material object that directly embodies particular information which
pupils are expected to learn. Teaching aids can convey the informative contents via certain
technical device or directly (Driensky & Hrmo, 2004). According to Gabor (1989) there are
three main types of teaching aids, namely (i) demonstrative and frontal, (ii) audio-visual, (iii)
and material aids.

In the analysed lesson tactile teaching aids were used. Despite they might be marked by
technical imperfections and properties of the material, they play an important role in the
first stages of abstraction which leads to formation of concepts about elementary geometric
terms (Vallo, Rumanova, Vidermanova, Barcikova, 2013). In the lesson teacher trainees were
provided with material for construction of the skeleton models of solids which allowed them
to work with the models immediately. Teacher trainees could also find that helpful when
filling in the table in the worksheet (Fig. 3).

Lesson structure

Two groups of teacher trainees attended two 90-minute long lessons (1 lesson per group)
with the same contents and structure, and the total number of the teacher trainees was 50.
Each of the lessons consisted of two main parts. The first part of the lesson was focused on



62 Acta Mathematica Nitriensia, Vol. 1, No. 2, p. 60 - 67

the teacher trainees understanding of selected geometric concepts. Students were asked to
define the following seven geometric terms in their own words — planar figure, solid figure,
vertex, side, edge, face, and base (basal face). The results obtained from analysis of that
lesson phase are discussed in (Vitézova, Nastickd, 2015).

During the activity students had difficulties to express their thoughts and grasp their notions
of the geometric concepts. We believe that in order to eliminate this problem it would be
beneficial to discuss the topic with students more often, talk with them about what
particular terms mean, and when it makes sense to use some terms (see Socratic dialogue
below). For instance, such geometric terms and concepts are base (face), base (side) and the
like. During the lesson several students defined the base of a solid as that face on which the
solid is standing. Such understanding of the term, however, is wrong, since the solid figure,
e. g. a pyramid, can “be standing” also on one of the side faces. Moreover, in the abstract
geometric theory an expression like “be standing on something” seems ridiculous, pointless,
irrelevant, and out of the context. Therefore it is necessary to emphasize the discussion and
its importance in acquisition of correct geometric concepts.

The next part of the lesson was focused on construction of skeleton models of solid figures
and acquisition of knowledge about solids, especially regular prisms, pyramids and
polyhedrons. Students were asked to construct skeleton models of selected solids with the
use of a string and drinking straws. The selected solids were namely the five Platonic solids
(regular tetrahedron, octahedron, dodecahedron, icosahedron, cube), right-regular
hexagonal prism and pyramid, right-regular pentagonal prism and pyramid, right-regular
four-sided pyramid and right-regular three-sided prism. The model of icosahedron had
already been constructed by the teachers before the lesson as this solid might seem too
demanding and time-consuming for the teacher trainees. Students, working in threes or
fours, managed to construct all the remaining ten solids (Fig. 1), despite minor difficulties
which they successfully and independently resolved.

Figure 1
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As a follow-up activity, students were asked to fill in a table related to the solids models of
which they had just constructed. They were asked to state the names of the solids, number
of faces, edges and vertices in the solids, names of the planar figures which form the faces of
the solids, and determine if the solids have bases, and how many.

In this contribution the analysis focuses primarily on results related to Platonic solids (Fig. 2),
i. e. convex regular polyhedrons whose faces are mutually congruent regular polygons, and
whose vertices are incident with constant number of edges or faces. Any Platonic solid can
be circumscribed with a sphere.

, I\fﬂ\
PO

tetrahedron octahedron hexahedron dodecahedron  icosahedron

Figure 2

Figure 3 shows a correctly filled-in table. In this contribution the analysis is primarily focused
on solids No. 1, 2, 3, 4 and 11.

Name of sofd figure Number of : What plan?r sh?pes are the Does this solid have any bases?

faces edges vertices | faces of this solid? If yes, how many?

1. Cube 6 12 3 Square No

2 | Regular tetrahedron 4 6 4 Equilateral triangle No

3 Regular octahedron 8 12 6 Equilateral triangle No

2 | Regular dodecahedron 12 30 20 Regular pentagon No

* | hexagonaiprem | o | ® | rectangle/aquare Yes.2

. Right-regular 7 1 7 Regular hexagon, Yes 1

hexagonal pyramid isosceles triangle

Right-regular Regular pentagon,

” pentagonal prism ! 15 10 rectangle/square Yes, 2
ight- Regular pentagon,

. Right-regular . 6 10 6 Reg | pt _ gl . Ves 1
pentagonal pyramid isosceles triangle

s, | Right-regular four-sided 5 8 5 Square, isosceles triangle Yes, 1

pyramid

. Right-regular : 9 6 EqUI|ate|ra} triangle, Yes 2

triangular prism rectangle/square
1. | Regular icosahedron 20 30 12 Equilateral triangle No
Figure 3

Results obtained from the tables filled-in by students

As mentioned above, the subject of analysis of student worksheets which is presented in this
contribution is the part about regular polyhedrons. Our objective was to determine if
teacher trainees can properly distinguish between planar and solid figures and their
constituents, if they can name the geometric figures, state the numbers of edges, faces and
vertices, and also what difficulties arise within this issue. We decided not to proceed with
the students to investigate relations between the numbers of the constituents of the solids
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and develop the task to a higher level with focus on mathematical reasoning, proofs and
induction, as it would very much exceed standard requirements on the primary level
teachers’ mathematical education.

As far as naming the polyhedrons, students had difficulties mostly with the tetrahedron. Out
of all 50 students 38 managed to name it correctly. Some of the rest incorrectly referred to
tetrahedron as a four-sided pyramid, or even equilateral triangle, which is a planar figure,
not a solid. The rest of the polyhedrons were named correctly, except for one case when a
student labelled the icosahedron as a dodecahedron, which was probably just a lapse due to
lack of concentration. Similarly, one student labelled the cube as a tetrahedron.

With the use of drinking straws and string, make a skeleton of a solid figure the surface area of
which consists of six congruent square faces.

With the use of drinking straws and string, make a skeleton of a solid figure the surface area of
which consists of four congruent equilateral triangles.

With the use of drinking straws and string, make a skeleton of a solid figure the surface area of
which consists of eight congruent equilateral triangles. Four edges meet at each vertex of this solid.

With the use of drinking straws and string, make a skeleton of a solid figure the surface area of
which consists of twelve congruent regular pentagons. Three edges meet at each vertex.

5. | With the use of drinking straws and string, make a skeleton of a right-regular hexagonal prism.

6. | With the use of drinking straws and string, make a skeleton of a right-regular hexagonal pyramid.

7. | With the use of drinking straws and string, make a skeleton of a right-regular pentagonal prism.

&. | With the use of drinking straws and string, make a skeleton of a right-regular pentagonal pyramid.

5. | With the use of drinking straws and string, make a skeleton of a right-regular four-sided pyramid.

10. | With the use of drinking straws and string, make a skeleton of a right-regular triangular prism.

With the use of drinking straws and string, make a skeleton of a solid figure the surface area of

11 . . . . .
which consists of twenty congruent equilateral triangles. Five edges meet at each vertex.

Figure 4

Determining the number of faces of the polyhedrons caused no severe difficulties to the
students. They could simply derive it from the name of the solids, and in some cases it was
clear from the initial instruction according to which students constructed the skeleton
models. In addition, students had the models at their disposal while filling in the table.

The situation was similar with the number of edges. An exception was the icosahedron. Only
around quarter of the total number of students managed to determine correctly the number
of edges in icosahedron, though, most of the students who stated incorrect number made
just minor mistakes (by one or two edges more or less than the correct number was).

Next, students were asked to state the number of vertices of the solids. Students made most
mistakes in case of the dodecahedron. Only half of the students stated the correct number
of its vertices. One student made a minor mistake (by one vertex more than the correct
number was), the rest of the students stated that the dodecahedron has 15 vertices, and it
was most likely due to mistake of one of the students and the other just copied the incorrect
number as they were allowed to work in groups.
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The next piece of information which was asked from students in the worksheet was to name
the planar figures which form the faces of the solids. Correct answers were considered also
those in which students did not specify precisely the type of certain polygons, e. g. if they
stated correctly that faces of icosahedron are triangles, omitting the adjective equilateral,
the answer was assessed as correct unless they stated wrong type, e. g. scalene. In this sense
none of the solids were correctly described by all students, but the maximum number of
students who gave incorrect answers for one of the solids (namely the dodecahedron) was
only six. In case of other polyhedrons the number of incorrectly stated answers was less than
Six.

What we find alarming is the difficulty some students had when labelling the pentagon, as
some of them labelled it incorrectly as a “solid with five faces” (NB: in the Slovak language,
which was the language of instruction in the analysed lesson, “pentagon” and “solid with five
faces” are single words with the same initial syllable), and also vice versa. Similarly, some
students incorrectly labelled tetrahedron as equilateral triangle, which could imply serious
errors in distinguishing between planar figures and solids.

Socratic dialogue

At first glance determining the number of bases in the regular polyhedrons seemed to be
very easy for the students. However, in the lesson this issue was the most discussed. In fact,
without applying the Socratic dialogue, as explained below, the final answers of students
would be different. After successful use of the Socratic dialogue all students realized that in
case of regular polyhedrons it is not wise and useful to talk about bases.

The method of the Socratic dialogue, which we applied in the lesson, is based on the premise
that learners learn more when they are engaged deeply in investigating certain issue, when
they put themselves questions and gradually seek for the answers. The Socratic dialogue
positively contributes to development of critical thinking and it is also useful as a diagnostic
tool for determination of the level of critical thinking. It has its origin in ancient Greece
where Socrates used dialogue and questions in order to discomfit people who were overly
self-confident in their opinions and beliefs. We used this method in order to assist the
students in their considerations and steer them to correct ideas. In the following paragraph
we state a short retrospective transcription of our dialogue with the students.

T —teacher, S - students

T: How many bases are there in a cube?

S: One. / Two. / None. / Six.

T: What do we mean by the base of a solid?

S: The face the solid stands on.

T: So, if we turn the cube around and put it on the desk with some other face down,
do we change its base?

S:
(Students remained silent as they did not know the answer or did not understand the question.)
T: When does it make sense to consider the concept of base?

Although students sat up, none of them attempted to reply to the last question. Therefore
we asked them to recall that pupils at primary and also secondary schools label the faces of
cube as left, right, front and rear face, and upper and lower base, but the purpose of it is just
to facilitate the communication between the teacher and pupils. However, when talking
about cube as an abstract geometric figure with certain properties the concept of base plays
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no role, as well as in case of the other Platonic solids, since all its faces are congruent and
there is no need to use the concept of base when computing the volume of cube. On the
other hand, it is useful to consider base in case of pyramids and prisms, as their base often
has different shape than the other faces, and also the surface area of the base is used in
computation of their volumes. This is what we wanted to draw the students’ attention on.

In the first question in the dialogue we could have used any of the five Platonic solids. Cube
seemed to be the most reasonable as people in general are mostly familiar with cube and its
properties.

Conclusion

When students start their university studies it is assumed that they are able to
independently learn various terms, concepts and theories. They should be able to manage
that on various levels of abstraction and complexity. It is also assumed that they already
posses high critical and logic thinking competences. For this they must have had developed
cognitive competences corresponding to the stage of formal operations in terms of Piaget
theory of cognitive development (Piaget, 1970). At this stage people in general are able to
use their abstract thinking and formal mental processes. If these competences are not
developed enough, various complications occur, since at university level geometric concepts
are introduced in their abstract sense, not the concrete one. Furthermore, such concepts are
then introduced as tools for further education. For instance, the concept of base is
important for computation of volume of pyramids and prisms, and there are plenty of such
links. This was also the case of our students — teacher trainees for primary education.
Unfortunately, many of them still do not have sufficiently acquired terms and concepts and
developed abstract thinking. Our multiple experiences with the analysed student group
support our belief that without the presence of the concrete models of solids they would not
be able to actively participate in the activities and discussions in the lesson. The above
mentioned deficiencies might be eliminated by means of properly led discussion about the
main issue of the lesson.
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Abstract

The paper deals with the importance of Geometry in the development of technical thinking of students. Based
on the results of the research carried out on a sample of lower secondary school pupils we point out that
quality acquisition of knowledge in the field of geometry is important in acquiring knowledge and skills in
technical education. On the basis of the students' outcomes analysis we identified objective reasons affecting
the score the pupils obtained in the tests. The results also suggest a correlation between the pupils' knowledge
of Geometry and Technology.

Keywords: technical education, spatial imagination, geometry, the results of the research

Classification: D39

Uvod

Jednou z priorit Ministerstva skolstva, vedy, vyskumu a Sportu Slovenskej republiky je
podpora technického vzdeldvania na zakladnych Skolach s ciefom zvysit zaujem Ziakov
o Studium na technicky orientovanych strednych odbornych skolach. Uvedena iniciativa sa
v praxi realizuje prostrednictvom Statneho instititu odborného vzdeldvania, ktory ziskal
narodny projekt financovany ESF z ndzvom Podpora profesijnej orientacie Ziakov zakladnej
Skoly na odborné vzdelavanie a pripravu prostrednictvom rozvoja polytechnickej vychovy
zameranej na rozvoj pracovnych zrucnosti a praca s talentami. Projekt je znamy aj pod
pracovnym nazvom ,,Dielne” alebo ,Zakladna Skola odborne”. Cielom projektu je podporit
zaujem ziakov o odborné vzdeldvanie zariadovanim odbornych ucebni pre vyucovacie
predmety fyzika, chémia, bioldgia atechnika tak, ,aby si prakticky a nazorne mohli Ziaci
rozvijat pracovné zru¢nosti prostrednictvom ,,polytechnickej vychovy” s vyuzitim modernych,
inovativnych metdd vyucby a foriem vzdelavania® [1]. Myslime si, Ze nie je mozné zvysit
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zaujem Ziakov o odborné vzdelavanie bez rozvoja ich technického myslenia, ktoré Gzko suvisi
s rozvojom priestorove] predstavivosti Ziakov.

Vyznam geometrie v rozvoji technického myslenia Zziakov

Vynimocné postavenie vyucovacieho predmetu technika v sistave vyucovacich predmetov je
v aplikacii teoretickych vedomosti v praktickych ulohach. Pri rieSeni praktickych dloh ma Ziak
moznost pochopit rozdiel vo vlastnostiach jednotlivych materidlov a tieZ vnimat postupnost
jednotlivych krokov realizdcie daného projektu. E. Franus pri snahe presne vymedzit
charakteristiku pojmu technické myslenie vychadzal z charakteristiky dvojitej povahy
technického myslenia, ako myslienkovych procesov v oblasti vedy a v oblasti techniky [2, s.
48]. To znamena, Ze technicky mysliaci jedinec nepostupuje pri rieSeni uloh len v naucenych
schémach, ale svoje teoretické vedomosti dokaze flexibilne aplikovat v novych
neocakavanych suvislostiach. Dosiahnuty stupen rozvoja technického myslenia je mozné
u Ziakov diagnostikovat aj pomocou rieSenia grafickych uloh. Pri ich rieSeni sa mdZzeme
stretnUt s neocCakdvanym vysledkom, ktory sved¢i o originalite atvorivosti v mysleni
jednotlivca, ktoré je inak skryté. Na obrdzku ¢. 1 je ukdzka prikladu technického myslenia
Ziacky 7. rocnika. Jej ulohou bolo graficky znazornit pruzinu v pokoji a pri zataZeni silou.
Pravdepodobne sa jej uloha zdala velmi jednoducha a myslela si, Ze chceme zakreslenie
praktického vyuZitia pruziny vroznych jednoduchych mechanizmoch. Ziacka pri rieseni
uplatnila tvorivé technické myslenie a aj ked pruzinu priamo nezobrazila, jej rieSenie sme
ohodnotili plnym poctom bodov. Jej rieSenie ulohy je zaujimavé aj tym, Ze Ziacka
,hezobrazila” pruzinu pri zataZzeni na tah, ako ju zndazornila vacSina respondentov, ale
naznacila namahanie na tlak.

Obrazok 1: Riesenie ulohy s pruzinou — zobrazenie zapnutého a vypnutého pera (dievéa — 7.
rocnik)

V technickom vzdelavani je beznym dorozumievacim jazykom medzi ucitelom a Ziakom
nacértok, skica alebo technicky vykres. Pri ich tvorbe sa od Ziaka vyZaduje urcitd uroven
grafickych zruénosti, ale nutnou podmienkou ich tvorby je dobre rozvinuta priestorova
predstavivost Ziaka a dostato¢ne osvojena odbornd terminoldgia z geometrie. Kym v
matematike (okrem stereometrie) je dany objekt pre ndzornost zobrazovany v jednoduchom
rovinnom zobrazeni (napr. trojuholnik, kruznica, lichobeznik) tak, aby Ziak ziskal predstavu
ako postupovat pri rieseni ulohy, v technike Ziak musi vediet kazdé vnimané teleso zakreslit
v rovinnom zobrazeni tak, aby bol schopny dané teleso (produkt) vytvorit. To znamena, Ze
Ziak ma vediet manipulovat s danym telesom v predstavach a vytvorené predstavy vediet
spravne zakreslit podla prisnych pravidiel technického zobrazovania (obrazok ¢. 2).
V technickom vzdelavani zobrazenie vnimaného telesa alebo zakreslenie technickej
myslienky slGzi ako podklad na praktickd vyrobnu ¢innost. Z uvedeného vyplyva, ze Ziak ma
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vediet kétovat rozmery a jednotlivé geometrické tvary telesa (s pouzitim symbolov a kot)
ama byt schopny dané teleso narysovat vo vhodnej mierke a ak je to potrebné, vediet
zobrazit teleso v reze.

. z
narys bokorys

pbdorys v

Obrazok 2: Ukazka ulohy na ndcvik zobrazenia telesa v rovinnom zobrazovani

Problematikou rozvijania priestorovej predstavivosti vo vzdeldvani Ziakov sa zaoberaju najma
odbornici vyucujuci matematiku, deskriptivhu geometriu, dizajn alebo techniku, ako napr. O.
Sedivy, J. Molnar, Z. Jui¢akova, P. Beisetzer, J. Honzikova, R. Gérska, B. Németh, N. M. Tuan
a ini. Poukazuju na nevyhnutnost venovat pozornost danej problematike, nakolko
nedostatocne rozvinutd priestorova predstavivost Ziakov a Studentov je ¢asto dévodom ich
neuspechu pri rieSeni zadanych uloh. Prejavuje sa nielen v neschopnosti Ziakov manipulovat
s uréenymi objektmi v predstavach, ale je aj bariérou pri grafickom znazorrfovani vzniknutych
predstdv. Mnohi Ziaci nie su schopni vyjadrit graficky svoje myslienky aani zobrazit
predmety, ktoré priamo pdsobia na ich receptory. Pri¢iny nedostatocne rozvinutej
priestorovej predstavivosti nie je mozné urcit jednoznacne. Medzi hlavné priciny vsak
mobzeme zaradit nedostatoénu vizualizaciu priestoru, nevhodné grafické zobrazenia 3D
objektov a tiez formalizmus vo vzdeldvani [3].

Vysledky vyskumov zameranych na vplyv $kolskej reformy na schopnost Ziakov tvorit
grafické zobrazenia

Vo svojich vyskumoch sa zameriavame na diagnostikovanie vedomosti a zruc¢nosti Ziakov
nizSieho sekundarneho vzdeldvania vo vyucovacom predmete technika. Nasim hlavnym
ciefom je skiimanie schopnosti Ziakov zakreslit technickd myslienku (¢i uz vo forme nacrtku,
skice alebo technického vykresu) a schopnosti ziskavat potrebné informacie z podnetnych
uloh, t.j. statickych grafickych zobrazeni. Obe schopnosti su nevyhnutné pri osvojovani si
vedomosti v technickom vzdelavani. Vo vyskumoch sme sa tiez zamerali na sledovanie, i
Ziaci maju spravne osvojenu odbornu terminoldgiu aci su schopni spravne priradit
k odbornému terminu jeho grafické zobrazenie (schematicku znacku, piktogram, 2D alebo 3D
znazornenie a pod.).

Na zaklade vyskumu, ktory sme realizovali v roku 2011 mézeme konstatovat, Ze v sic¢asnom
obdobi je moiné absolventa zdkladnej skoly oznacit pojmom technicky analfabet, co
v nasom chapani predstavuje jedinca neovlddajuceho zakladné technologické postupy
spracovania materidlov, nemajluceho osvojené zakladné manualne zru¢nosti a konstrukéné
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zruénosti  nevyhnutné pri tvorbe jednoduchej technickej dokumentdacie a taktiez
s nedostatocnou schopnostou si na zaklade narysovanych podkladov predstavit vysledny
produkt.

Prieskumnu vzorku tvorilo spolu 496 Ziakov piateho aZz deviateho ro¢nika vo veku od 10 do
15 rokov. Testovania sa zucastnilo 250 chlapcov a 246 dievCat. Vyskumna vzorka bola
tvorend 270 respondentmi zo Slovenske] republiky a 226 respondentmi z Ceskej republiky
[4].

V testoch pre jednotlivé ro¢niky boli zaradené aj jednoduché konstrukéné ulohy z geometrie,
overujuce, Ci ziaci maju dostatoéne osvojenu odborni terminoldgiu aci su schopni ju
spravne aplikovat v grafickych dlohach. Pre nazornost uvadzame ukazky konstrukénych uloh,
ktoré mali Ziaci vyriesit:

Uloha ¢. 1: Narysujte dve lubovolné navzdjom kolmé priamky (uloha pre Ziakov 5. roénika).

Celkové uspednost riedenia ulohy bola 65 %. Ziaci, ktori boli neudspedni, narysovali
rovnobezky alebo r6znobezky.

Uloha & 2: Pomocou kruZidla zostrojte rovnostranny trojuholnik ABC, pricom je dand dizka
strany |AB| = 4 cm (uloha pre Ziakov 7. roc¢nika).

Uspednost rieenia bola 77 %. U Ziakov bola zistend nedostatoéne osvojend praca
s kruzidlom.

Uloha & 3: Narysujte tupouhly trojuholnik a opiste mu kruZnicu (iloha pre Ziakov 8. ro¢nika).

Uspesnost rieenia Ulohy bola 28 %. Pri vyhodnoteni Glohy sme zistili, Ze 69 % z nelspesnych
Ziakov nenarysovalo tupouhly trojuholnik.

Uloha ¢&. 4: Zostrojte kruZnicu k so stredom v bode S tak, aby prechddzala danym bodom M.
Do kruZnice k vpiste pravouhly trojuholnik s pravym uhlom pri vrchole A tak, aby body S a M
leZali jednej strane trojuholnika (uloha pre Ziakov 8. roc¢nika).

Uspesnost riedenia ulohy bola 57 %. Je prekvapivé, 7e tato Uloha bola pre Ziakov naroéna.
Ziaci nemali dostatoéne osvojeny postup zostrojenia trojuholniku opisanej kruznice.

Uloha & 5: K danej priamke p narysujte rovnobeZku a kolmicu prechddzajicu cez dany bod K.
Potom narysujte kruZnicu k so stredom v bode K, ktord sa bude dotykat priamky p (uloha pre
Ziakov 9. rocnika).

Domnievali sme sa, Ze Uuloha je velmi jednoduchd, nakolko narysovand kolmica
prechadzajuca bodom Ksa pretne s priamkou p avzniknuty prieseénik je dotykovy bod
(obrazok ¢&. 3). Ziaci 9. ro¢nika mali s rie$enim Glohy problémy. Ulohu spravne vypracovalo
len 47 %. Pri rieseni Ulohy Ziaci nevedeli uplatnit analytické myslenie a vnimat priesecnik
kolmice a priamky p ako dotykovy bod kruznice. Ti Ziaci, ktori Ulohu spravne vyriesili, mali
v obrazku oznaceny priesecnik P oboch priamok a potom uzZ len zostrojili kruznicu k so
stredom v bode K a polomerom r =|KP|.
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a) nespravne rieSenie Ulohy b) spravne riesenie ulohy

Obrazok 3: Riesenie ulohy zZiakmi 9. roc¢nika (chlapci — 14 rokov)

Vsetky konstrukéné ulohy v testoch boli zamerané na identifikaciu tych nedostatkov vo
vzdeldvani, ktoré maju priamy suvis s rieSenim uloh v predmete technika na zakladnej Skole.
Vyhodnotenim uUloh z geometrie sme zistili, 7e vyskumu podrobeni Ziaci 2. stupfia ZS maju
nedostato¢ne osvojenu odbornu terminolégiu z geometrie, nemaju dostatocne osvojené
zruénosti pri praci s rysovacimi pomoéckami anie su schopni na zdklade osvojenych
vedomosti samostatne riesit Ulohy z geometrie, s ¢im suvisi zistend nizka Uroven priestorovej
predstavivosti Ziakov. Na zaklade vyhodnotenia zaznamov v pozorovacom harku sme zistili,
Ze Ziaci maju nedostatoCne osvojenu nasledovni odbornd terminolégiu: tupouhly
trojuholnik, pravouhly trojuholnik, rovnostranny trojuholnik, rovnobeiné priamky, kolmé
priamky.

Zaver

V ramci realizovaného vyskumu sme sa rozhodli pre samostatné vyhodnotenie vysledkov
Ziakov 9. ro¢nika, s cielom poukazat na pripravenost absolventov zikladnej Skoly pokracovat
v Studiu na strednych odbornych Skolach technického zamerania. Vyhodnotenim vysledkov
vyskumu bola preukazana velmi nizka Uroven schopnosti Ziakov graficky zobrazovat vnimané
objekty [4], [5]. Ziaci 9. ro¢nika ZS nie su schopni spravne vyhodnotit informacie vo forme
statickych obrazov ataktiez nemaju osvojené potrebné zru€nosti na vytvorenie vlastnych
statickych obrazov (tabuliek, grafov, schém, vykresov), ktoré by presne, jednoznacne
a vystizne vyjadrovali pozadované informacie. Pri vyhodnoteni Uloh sme zistili, Ze pri€iny ich
neuspechu v nami realizovanom testovani su:
e nedostatoCne osvojené zrucnosti pri praci s rysovacimi poméockami,
e nedostatoéne osvojena potrebna odborna terminolégia,
e neschopnost zobrazit ,videné” vo forme vlastného zobrazenia skutocnosti
s prihliadnutim na zakladné tvarové prvky a rozmery zobrazovaného telesa,
e nizka Uroven priestorovej predstavivosti Ziakov,
e neschopnost vyhladat potrebné informacie v zdrojovom dokumente obsahujicom
statické obrazy,
e neschopnost Ziakov pracovat s predstavami,
e nedostatone osvojené zruénosti potrebné pri grafickej komunikacii vo forme
podnetnych uloh (pri citani informdcii aaj zndzorfiovani informacii vo forme
statickych obrazov).
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Vsetky uvedené faktory ovplyviiujuce schopnost Ziakov tvorit grafické zobrazenia
v technickom vzdeldvani su rozvijané vo vsetkych prirodovednych predmetoch na zakladnej
Skole, ale najma vo vyucovacom predmete matematika, konkrétne v geometrii. Na zaklade
realizovanych vyskumov si myslime, Ze vo vzdeldvani Ziakov na zakladnej Skole je potrebné
viac uplatiiovat medzipredmetové vztahy medzi prirodovednymi predmetmi a tym dosiahnut
kvalitnejSie osvojenie si vedomosti a zrucnosti potrebnych pri rieSeni uloh v geometrii,
technike a fyzike.
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Abstract

The paper describes a possibility of NIM game usage in math education and programming at Elementary and
High School. The NIM game has a positive influence on development of logical and abstract thinking and
reasoning. The paper focuses on usage of this game at specific fields of math and programming i.e. converting
of numbers into binary system, working with some of the Excell functions and usage of Visual basic for
application as Excell supplement.
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Uvod

Hlavni myslenka popsana vtomto ¢lanku vychazi z predpokladu, Ze nejvice motivujici
aktivitou je pro Zaka hra?, kterd byva ¢asto do vyucovani zapojovana pouze z motivacnich
dlvodd bez jejiho hlubSiho vyuziti [8]. Vtomto ¢lanku se budeme primarné vénovat
matematické®> hfe NIM, moZnostem jejiho zapojeni do vyuky a vyuZiti této hry pfi
programovani ve Visual basic for applications (dale jen VBA) jako soucasti tabulkového
editoru Excel. Vyhodou této hry je, Ze vychazi zmanipulace, kterd je jednim
z nejvyznamnéjsich aspektd pfi motivaci Zzaka [6]. Jiz dfiv jsme popsali, jaky dopad ma hrani
této hry na rozvoj logického mysleni a abstrakce Zaka za predpokladu, Ze bude hra hrana
s zakem hodinu kazdy tyden po dobu tfi mésict [4]. Podobnému problému se vénovali
napriklad také Michael Maida a Paul Maida [7]. Autofi sv(j experiment zalozZili na hre
BLOKUS. Zaradili ji do ucebni hodiny a vybidli zaky, aby sami sepsali matematické problémy,

a * Corresponding author: vlastimilchytry@centrum.cz

2 Hra je svobodné jednani ¢ zaméstnani, které v rdmci uréitého jasné vymezeného &asu a prostou, které se
kona podle svobodné pfijatych, ale pfitom bezpodminecné zavaznych pravidel, ma svdj cil samo v sobé a nese
sebou pocit napéti a radosti a zaroven védomi odliSnosti od vSedniho Zivota [3].

3 Martin Gardner definoval matematickou hru v Scientific American nasledovné: A mathematical game is
a mulltiplayer gane whose rules, strategies, and outcomes can be studied and explained by mathematics [2].

DOI: 10.17846/AMN.2015.1.2.74-82
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které hra predstavuje. Dosli k zavéru, Ze hra dovoluje analyzovat atributy dvojrozmérného
prostoru a nuti Zaky pouzivat logiku a slozené vyroky. Zaci tak byli pfimo nuceni k tomu, aby
sami kritizovali jednotlivé vlastni kroky. Ve svych Gvahdach tak vychazeli zejména z kritického?*
mysleni.

Nadale prezentovany pfispévek je od zminénych vyzkum( odlisny v tom slova smyslu, Ze se
nesnazime popsat dopad hrani hry na abstrakci nebo jiné procesy pozndani zaka, ale budeme
prezentovat mozné zplsoby vyuZiti hfe ve vyucovani na zdkladni nebo stfedni Skole
primarné v hodinach matematiky, kde vyucujici pracuje s binarni soustavou nebo v hodinach
informatiky potazmo programovani, kde Zaci pracuji s Excelem pfipadné VBA.

Teoreticka vychodiska fesené problematiky

Pro hru NIM existuje velké mnozZstvi variant s odliSnymi pravidly. VSechny varianty vsak maji
spolecny princip: jedna se o hru dvou hrac, kteti se pravidelné sttidaji v odebirani predmétu
z nékolika hromadek. Hra konci, kdyZz hrac, ktery je na tahu, jiz nema k dispozici zadny
pravidly povoleny tah, pak prohrdl. Jednotlivé varianty se liSi potem hromadek, poctem
predmétl na téchto hromadkach na zacatku hry a riznymi moznostmi odebirani predméta.
Zakladni pravidla hry je mozné obecné vymezit nasledovné:

Pravidla hry NIM

Na k hromadkach lezi predem dany pocet predmétl (tento pocet mize byt odliSny na
raznych hromddkach). Hrac, ktery je na tahu, mlZe odebrat predméty jen zjediné
hromadky, kterou si libovolné zvoli, ma-li tato hromadka n predmétli, mGze odebrat jeden,
dva aZ n predmétd (mUGze tedy odebrat i celou hromadku).

Nejvétsi devizou hry NIM je skutecnost, Ze v ni existuje vyhrdvajici strategie, ktera je
zaloZend na pojmech vyhravajici a prohrdvajici postaveni. Postavenim obecné myslime stav,
kdy je na hromadkach uréity pocet predmétl, postaveni mizZeme reprezentovat
usporadanou k-tici prirozenych cisel. Definice vyhravajiciho a prohravajici postaveni jsou
nasledujici:

Definice vyhravajiciho postaveni

Ve vyhrdvajicim postaveni existuje alespori jeden pravidly povoleny tah, ktery soupere
dostane do prohravajiciho postaveni.

Definice prohravajiciho postaveni

FindIni postaveni (k-tice nul), v kterém neexistuje Zadny pravidly povoleny tah, je prohravajici
postaveni. VWsechny tahy v nefindlnim prohravajicim postaveni soupefe dostanou do
vyhravajiciho postaveni.

Poznamka: V definicich jsou tuéné vyznacené obecny a existencni kvantifikator, jelikoz se
ukazuje, Zze hrani hry NIM ma pozitivni dopad na pochopeni téchto pojmu zaky.

Odhaleni vyhravajici strategie ve hre NIM
Vyhravajici strategii ve hife NIM je primarné mozné odhalit tfremi:

4 pétibodova definice a) Kritické mysleni je nezdvislé mysleni. b) Ziskani informace je vychodiskem, a nikoli
cilem kritického mysleni. c) Kritické mysleni zacina otazkami a problémy, které se maji resit. d) Kritické mysleni
se pidi po rozumnych argumentech. e) Kritické mysleni je mysSlenim ve spolecnosti [5].
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e Pomoci Conwayovy teorie her a Cisel,
e Pomoci teorie graf(,
e Pomoci induktivnich Gvah.

Vtomto ¢lanku se blize zaméfime na prvni z moznosti. Vychazet budeme zejména
z myslenky, kterou popisuji Cihlaf, Vopravil [1] zaloZzené na praci shrami a Cisly jako
matematickymi objekty. Rozsifime-li tuto myslenku o Conwayovu teorii her a Cisel, je mozné
ziskat strategii, na zakladé které lIze jednoduchym zplsobem naprogramovat Excel pomoci
VBA tak, aby byl program sam schopny hrat hru NIM a stal se ,neporazitelnym®. Pred
vlastnim vyuZziti Excelu potazmo VBA je viak nutné demonstrovat nékolik definic, na zakladé
kterych je mozné vyhravajici strategii, vhodnou pro ,predani pocitaci” odvodit.

Definice hry: Jestlize L, R jsou dvé libovolné mnoZiny her, potom miZeme zkonstruovat hru
x ={L;R}, tj. usporddanou dvojici mnoZin her L, R. VSechny hry jsou tvoreny timto zplsobem.

Hry je moiné nadale délit na nestranné> hry a absolutné nestranné hry. Vzhledem ke
skutecnosti, Ze hra NIM je oznadovana za absolutné nestrannou hru, zminime si zde definici
této hry:

Definice absolutné nestranné hry: Jsou-li x° libovolné absolutné nestranné hry, pak miiZzeme

zkonstruovat absolutné nestrannou hru x = {x° | x°}, kterou budeme zkrdcené zapisovat
=[S

x = {x°}.

Hrajeme-li hru NIM na vice hromadkach, je hodnota této hry rovna souétu® jednotlivych NIM
her. V pfipadé absolutné nestrannych her muZeme definici zapsat takto: x + y = {x° + v,
X +y°}, je patrné, Ze pro absolutné nestranné hry plati —x = x. Z vy3e uvedenych fakti ziskame
napfiklad: *1 + *2 = {*0} + {*1, *0} = {*0 + *2, *1 + *1, *1 + *0} = {*2, *1, *0} = *3. Dalsi
definici nutnou pro dovozeni vyhravajici strategie je definice soucinu her.

Definice soucinu her: Pro &isla x = {x*|x?}, y = {y*|yR} definujeme jejich soucin takto:
X.y = {XLy + XyL —XLyL, XRy + XyR _XRyR / XLy + XyR—XLyR, XRy + XyL _ XRyL}

Podrobnéjsi studii této problematiky dojdeme k zavéru, Zze mnozina NIM her obsahujici prvky
*0, *1, *2, *3 spolu s operaci s¢itani tvori komutativni grupu. Pfidanim operace soucinu her
ziskdme komutativni téleso [1]. Podrobnym vypocétem bychom napfiklad zjistili, Ze plati
*1+*3 +*5 + *7 =0, coz znamen3, Ze v této hie existuje vyhravajici strategie pro druhého
hrace’, jak bude nadéle vysvétleno.

Kombinaci Boutonovy véty a definice NIM — souctu her je mozné nésledné ziskat operativni

nalezené vhodného tahu v kazdé ¢asti hry.

Definice (NIM-soucet) Nim-souctem Cisel X = (Xm ... X0)22Y = (Ym ... yo)2 je Cislox ® y =2
=(zm.... 20)2, kde zk = (Xk + Yk)mod 2, pro k=0, ..., m.

®Hrux = {x" xR} budeme nazyvat nestrannou hrou pravé tehdy, kdyz jeji levd mnoZina subher® je rovna pravé
mnoziné subher, tedy kdyz plati (zapsano zkraceng) x- = xR.

® Pro libovolné hry x = {xL[xR}, y = {yL|y}} definujeme jejich soudet jako: x +y ={x"+y, x +y!{ xR +y, x + yR}.

7 Poznamka: tato hra je oznacovana jako Marienbad, kter je specialni verzi obecnéjsi hry NIM kdy na stole lezi
¢tyfi hromadky po 1, 3, 5 a sedmi kamenech. Hru hraji dva hraci, ktefi se stfidaji v tazich. Tahem je sebrani
libovolného nenulového poctu predmétd, ale vzdy pouze z jedné hromadky. Hra¢, ktery tdhnul naposledy,
vyhral!
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Boutonova véta: Pozice (ai, a,...,an) ve hie NIM je prohravajicim postavenim pravé tehdy,
kdyZ platia; @ a2 @ .... @an =0.

Jako ukazku uvadime aplikace Boutonovy véty na specialnim pfipadu hry NIM nazvaném
Marienbad, kdy piivodni postaveni je (7, 5, 3, 1).

7®5® 3@ 1=(111) @ (101), @ (011)> @ (001)2 = (000)2 = 0. Je tak patrné, ze se
jedna o prohravajici postaveni bez ohledu na to, jaky bude nésledujici tah hrace. Z vyse
zminéného je patrné, jak Ize odvodit vyhravajici strategii pro n-pfedmétt na k-hromadkach.

Z Boutonovi véty vychdazi dobfe zndma strategie, kdy prevadime pocty predmétl na
jednotlivych hromdadkach do binarni soustavy a v nasledné se snazime udélat takovy krok,
ktery zarudi, Ze v kazdém sloupci bude sudy soucet Cisel?, jelikoZz NIM-soulet pak bude
nulovy. Demonstrujme tuto strategii pro ptipad hry (5,4,3).

Pievod do binarni soustavy

| ————

Pocet piedméti | Pievod do binarni soustavy
Hromadka 1 5 1 0 1 -
NIM - soucet her
Hromadka 2 4 1 0 0
Hromadka 3 3 0 1 1
Souéet her 0 1 0

Obradzek 1: Ukdzka prevodu postaveni do bindrni soustavy a NIM-soucet

Z tabulky je zfejmé, Ze se jednd o vyhravajici postaveni, jelikoZz Boutonova véta fika, ze
prohravajici postaveni je to, kde soucet Cisel ve sloupci modulo dvé je roven nule.
Provedeme tedy takovou Upravu, aby tento soucet byl roven nule. Touto Upravou je
odebranim dvou predmétl z treti hromadky.

Pievod do bindrni soustavy

I >

Pocet pfedméti | Pfevod do binarni soustavy
Hromadka 1 5 1 0 1 NIM - soucet her
Hromadka 2 4 1 0 0
Hromadka 3 1 0 0 1
Soucet her 0 0 0

Obrazek 2: Ukdzka idedlniho tahu, kterym je odebrdni dvou predméti z treti hromddky

V ziskaném postaveni nema jiz druhy hra¢ Sanci vyhrat za predpokladu, Ze prvni hrac¢ zna
princip hry.

Je zfejmé, Ze timto zplsobem je mozné ziskat vyhravajici strategii pro libovolnou NIM hru
a neni pro nas limitujici po¢et hromdadek ani pocet pfedmétld na téchto hromadkach. Pro
vizualizaci této konkrétni strategie je mozné vyuzit tabulkového editoru Excel. Pokud vsak
chceme tuto myslenku predat zakiim, je nezbytné, aby jiz nepatfili mezi uzivatele zacatecniky;,
ale témér dokonale ovladali praci s funkcemi.

Diky Excelu a jeho zakladnim funkcim je mozné tabulky pripravit tak, aby byl automaticky

8 Nulu povazujeme za sudé &islo.
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pfevod do binarni soustavy. K tomuto je nezbytné vyuZit zejména nasledujici funkce:
e DEC2BIN — prevede hodnotu z dekadické soustavy do binarni,
o CAST — vrati znaky z textového fetézce, je-li zaddn pocatek a pocet znakd,
e HODNOTA — prevede textovy fetézec predstavujici ¢islo na Cislo.

Studentlim stfednich sSkol pripadné nadanym Zzakim zakladnich skol je vhodné nejdrive
demonstrovat kazdou z funkci zvlast. Budeme-li vSak chtit, aby pfevod vypadal tak, Ze
v kazdé burice bude jedna ¢ast Cisla v binarni soustavé (toto je potfebné pro pozdéjsi praci se
sumami na zdkladé odvozeni vyhrdvajici strategie z Boutonovy véty) je potfebné tyto funkce
zkombinovat. Obrazek 3 popisuje, jak tato funkce vypada pro bunku Ci a jak je mozné rychle
ziskat veskeré soucty.

Pfi takto vytvoreném souboru je mozné, aby se hraci u PC stfidali a odebirali zapalky
z hromadek (zluté pole). Mohou tak sami odvodit vyhravajici strategii na zdkladé prevodu do
binarni soustavy, aniz by jim byla predlozena. Nejdfive je vSak nutné, aby Zaci méli o binarni
soustavé povédomi. Za vhodnéjSi povazujeme prvotni odhaleni vyhravajici strategie na
zakladé manipulace s predméty a az nasledné pristoupeni k hrani na pocita¢i. Domnivame
se, ze pokud nebudou Zaci pfedem obezndmeni s vyhrdvajici strategii napfiklad pfi hie na
jedné nebo dvou hromadkach, nebo nebudou dobfe pracovat s pfevodem ¢&isla do binarni
soustavy, nebude jim jasna parita ziskanych sum po prevodu do bindrni soustavy (z poc¢atku
je vhodné fresit pouze soucet ve sloupcich a nikoliv NIM-soucet, ktery je pro suda Cisla
nulovy).

Zadana funlcce

1 - Qi» =HODNOTA['§ASTI:DEC2E||NI:A1:3}:1:1}}
A B | T —t+—b | £ -~
1| 1 o] 0 0
2 3 0 1 1
3 5 1 0 1
a 7 [N B 1
5 |[sumy 2 2 4>

Hledane sumy
Obrazek 3: Ukdzka vyuZiti funkci v tabulkovém editoru Excel pro mozZnost pfevodu z desitkové soustavy do bindrni.

»Naprogramovani“ hry NIM pomoci VBA

Efektivnéjsi zpUsob, jak odvodit vyhravajici strategii je pripravit program tak, aby druhy tah
vidy hral pocita¢ (zde bude zaruceno vyuziti vyhravajici strategie). Toto nelze v Excelu
vytvorit za vyuZiti béznych funkci, ale je moziné pouzit jeho doplnék VBA. Pomoci tlacitek
a maker je pak mozné vytvofit program, diky kterému pocitac ,naucite” vyhravajici strategii.
Nami naprogramovana verze je zobrazena na nésledujicim obrazku.
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A B | c | o | E | F | @ H I J K |
1 |Movahra Binary 1 |Binary2 |Binary3

| 2 | Hromédka 1 0| Odebrat o 0 0

| 3| Hromadka 2 2 Odebrat o 1 0

| 4| Hromadka 3 3 Odebrat 1 1] 1]

ER Hromadka 4 7| Qdebrat 1 1 1]

i Position 2 2 2

-7 Hraje PC

| 8 |

| 9 |

Obrdzek 4: Ukdzka jedné z moZnosti, jak vytvorit hru NIM v tabulkovém editoru Excel

Popis jednotlivych fazi programu
Nadale zminény algoritmus (obr. 5) nekopiruje doslova vySe popsanou strategii, ale

systematicky prochazi jednotlivé sloupce dvojkovych dislic. Tento algoritmus je centrdlni
procedurou celého programu a je ptirazen k tlacitku ,hraje PC“ zmifiovaném na obrdazku 4.

Start po natteni hodnot na
hromadkach a ve sloupcich

VEechna
isla a; nabyvaji
hodnoty 0

Hodnoty
ve sloupcich odpovidaji
vyhravajicimu
postaveni

ANO

k4

PC odebere n
pfedmé&td z 1. hromadky
a oznami tah. Vznikne prohravajici
postaveni.

ANO Potitai odebere ndhodny
potet pfedmétd z libovolné

hromadky a oznami sv{j tah

A 4
Pofitat navysi pofet ¥
odebiranych predmétu o Konec

jeden pfipadné zméni
hromadku.

Obrazek 5: Algoritmus popisujici centrdlni proceduru celého programu

Pfi tomto postupu méni jedni¢ku na nulu a ovéfuje, zda se touto zménou ziska prohravajici
postaveni. Pokud ano, svij tah ukonci, pokud ne, pokracuje v prochazeni sloupcli. Centralni
procedura celého programu vychazi z dlsledku Boutonovy véty stim rozdilem, Ze pocitac
nevyhleddva sumy, které budou nulové modulo dvé, ale stejny vyznam pro néj ma i suda
hodnota. Pro lepsi prehlednost jsme nejdllezitéjsi ¢ast algoritmu (ptiloha 1) doplnil
o poznamky popisujici, k ¢emu dany krok slouzi. Naprogramovani jednotlivych tladitek je pak
uvedeno v nasledujici priloze (pfiloha 2). Pro komplexni naprogramovani hry uvadime také
makro napojené na tlacitko ,hraje PC“ (Ptiloha 3) odvolavajici se na centralni proceduru.
Vzhledem ke skutecnosti, Ze kéd je delsi nez rfadek v aplikaci Word budeme symbolem
/ naznacdovat zalomeni na druhy fadek, které se ve VBA nepouzZiva. Z kapacitnich ddvodu
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nebudou také prikazy enf if, exit for pripadné next psany pod sebe, jak je pfi programovani
nutné, ale vedle sebe.

Zavér

Ukazuje se, ze hru NIM je mozné vyuzit nejen k rozvoji abstraktniho a logického mysleni, ale
Ze je také velice Uc¢innym nastrojem za predpokladu, Ze se chceme zabyvat specifickymi
oblastmi matematiky nebo programovani.

Z vyzkumu popsaného v [4] je zfejmé, Ze jiz zaci sedmych tfid jsou schopni najit vyhravajici
strategii hfe NIM na zdkladé manipulace za pfedpokladu, Ze je hra hrana na jedné nebo dvou
hromadkach. Nejsou vsak schopni pracovat s obecnym a existenénim kvantifikdtorem
a popsat tak vyhrdvajici ¢i prohravajici postaveni nebo své tahy zapsat pomoci symbol(. Pro
tyto zaky je pfrilis narocné pracovat s odhalovanim strategii na zakladé prace s binarni
soustavou, kterda jiz nepredstavuje problém pro nadanéjsi zdky na prelomu osmych
a devatych tfid.

Je zfejmé, Ze hra mlze byt, kromé hodin matematiky, vyuzita také v hodinach informacni
technologie potazmo programovani a to zejména v nasledujicich oblastech:

- Skladani vice funkci v tabulkovém editoru Excel
- Grafické zndzornéni vyvojového diagramu
- Programovani ve VBA

Je zfejmé, Ze cely proces je mozné naprogramovat také napfiklad v C, C+, C++ apod. Pfi
tvorbé ¢lanku jsme vychdzeli z predpokladu, Ze chceme pracovat s jednim nejjednodussich
programovacich jazykd, ktery 4@ byt navic volné pfistupny.

Podékovani

Tento ¢lanek vznikl za podpory studentského grantového projektu SGS — CHYTRY - Analyza
urovné logického mysleni. No: 43213 - 15 0001 01
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Priloha 1

Public Function PrincipHry(strAdresaHromadky As String, IngHodnotaOdebrani As Long, booVyhra As Long, booPC As Long)
As Long()

Dim IngHromCount As Long, IngMyTestVal As Long, IngTempRange As Long, booVitezstvi As Long, IngCount As Long

Dim intMyValue As Long StéZejni funkce, vse ostatni jsou proménné a jejich typy.

ActiveSheet.Unprotect "jilove" Zaheslovani pod stejnym heslem jako niZe.
Select Case True
Case booPC = True Toto se provede, pokud hraje PC.
If booVyhra Then Zde pokud miZe vyhrat.
NactiSumy
For IngHromCount=2To 5 projed vSsechny hromadky c2 - c5
If Range("C" & IngHromCount).Value > 0 Then Jestlize dand hromddka md hodnotu vétsi neZ nula, pak.
booVitezstvi = True Vychozi hodnota se predpokldda pro vitézstvi PC.
IngMyTestVal =0 Vybudovani testovaci hodnoty tj. odebirand hodnota.
IngTempRange = Range("C" & IngHromCount).Value Nacteni aktudIni hodnoty aktudini hromddky.
Do
IngMyTestVal = IngMyTestVal + 1 Navyseni testovaci hodnoty o 1, tj. bere o jednu vice.

ActiveSheet.Unprotect "jilove"
Range("C" & IngHromCount).Value = IngTempRange - IngMyTestVal
Testovani aktudlni hromadky, zda odebrand hodnota

vede k vitezstvi.
ActiveSheet.Protect "jilove"

NactiSumy
For IngCount =1 To 3 Pocitac kontroluje, zda miiZe zvitézit.
If Kontrola(IngCount) / 2 = 2 Or Kontrola(lngCount) / 2 = 1 Or Kontrola(IngCount) = 0 Then
booVitezstvi = True
Else Pokud ne, nastavi si hodnotu, Ze nemuze.
booVitezstvi = False
Exit For, End If, Next

If booVitezstvi Then Pokud PC zjisti, Ze mizZe vyhrdt, vypise, kolik odebral a
kde.
MsgBox "Odebral jsem v Hromadce " & IngHromCount - 1 & " hodnotu " & IngMyTestVal, vbinformation, "Informace
o tahu PC" PC ozndmi kolik odebral a kde.
Exit Do, End If
Loop Until Range("C" & IngHromCount).Value = 0 Testuje, dokud hodnota buriky minus zkusebni odebirand

hodnota neni rovna nule.
If Not booVitezstvi Then

ActiveSheet.Unprotect "jilove"
Range("C" & IngHromCount).Value = IngTempRange
ActiveSheet.Protect "jilove"
Else, Exit For, End If, End If, Next, Else
For IngHromCount=2To 5
If Range("C" & IngHromCount).Value > 0 Then JestliZe je hodnota hromddky vétsi nez nula.
intMyValue = Int((Range("C" & IngHromCount).Value * Rnd) + 1)
Ndhodné urci rozpéti odebiranych kamend vZdy od 1 do
poctu v hromddce.
Range("C" & IngHromCount).Value = Range("C" & IngHromCount).Value - intMyValue

Zde je fyzicky odebere.
MsgBox "Odebral jsem v Hromadce " & IngHromCount - 1 & " hodnotu " & intMyValue, vbinformation, "Informace o
tahu PC" Ozndmi, kolik odebral a kde.

ActiveSheet.Protect "jilove"
Exit For, End If, Next, End If

Case booPC = False Toto se provede, pokud hraje uZivatel.
ActiveSheet.Unprotect "jilove"

Range(strAdresaHromadky).Value = Range(strAdresaHromadky).Value - IngHodnotaOdebrani
ActiveSheet.Protect "jilove"

End Select, End Function, Public Function NactiSumy()
Kontrola(1) = Range("H6").Value Diky tomuto se do pole kontrola nactou jednotlivé sumy.
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Kontrola(2) = Range("16").Value
Kontrola(3) = Range("J6").Value
End Function

Priloha 2 - Vytvdaieni makra pro tlacitko ,,odebrat”

Sub Tlacitko1 ()

Dim Ingl As Long, IngRetVal As Long Toto je kontrola, zda se v hromddce néco nachdzi.
If Range( “C2“) <= 0 Then MsgBox “nelze odebirat z hromadky, kde nic neni!”, vbCritical,/

/ “Mé neosalis ©“

End, End if
Err.Clear Odmazani pripadnych nepldnovanych chyb.
On Error Resume Next V pfipadé ndsledujici chyby pokracuj.

Ingl = InputBox("Zadejte odebiranou hodnotu", "Odebirani")
Pokud uzivatel nevyplni hodnotu Ingl a dodd odebiranou hodnotu, nastane
chyba. Jakmile zmdckne cancel bude chyba.

If Err.Number >0 Then End V tom pripadé se béh programu ukonci.
If Ingl > Range("C2") Then JestliZze zadand hodnota je vétsi jak hodnota hromddky......pak:
IngRetVal = MsgBox("Odebral(a) jste vice neZ jste mohl(a), opravite tah?", vbExclamation + vbYesNo, "Pokus o
SvindI?!") Tady miZe uZivatel hodnotu opravit.
If IngRetVal = vbNo Then Zde uZivatel neopravil, hra se ukonci.
MsgBox "Hra byla zrusena", vbCritical, "Konec hry"
End, Else
Call Tlacitkol Zde uzivatel hodnotu opravil veskeré kontroly, tlacitka jdou od zacdtku.
End If, End If
PrincipHry "C2", Ingl, False, False ' Centrdlni procedura s parametrem buriky C4, hodnotou, kterd ma byt odebrdna,

parametrem tak, aby posledni parametr byl, Ze hraje uZivatel.

End Sub

Priloha 3 - Makro napojeno na tlacitko , hraje PC“ odvoldvajici se na centrdlni proceduru
zminénou v priloze 1.

Sub HrajePC() 'procedura napojena na tlacitko hraje pc

Dim IngCount As Long, IngHromCount As Long, intMyValue As Long ' deklarace proménnych.

Dim booVitézstvi As Boolean

ActiveSheet.Unprotect "jilove" ,Zaheslovdni“ bunék heslem jilove.

NactiSumy Diky tomuto se do pole kontrola nactou jednotlivé sumy.
booVitezstvi = True Pocitac chce vZdy zvitézit.

For IngCount=1To 3 Pocitac kontroluje zda maZe zvitézit.

If Kontrola(IngCount) / 2 = 2 Or Kontrola(IngCount) / 2 = 1 Or Kontrola(IngCount) = 0 Then
booVitezstvi = True
Else Pokud PC nem(Ze vyhrat, nastavi si hodnotu, Ze nem(Ze.
booVitezstvi = False
Exit For, End If, Next
If Not booVitezstvi Then Jestlize pocita¢ miZe zvitézit, pak zavold centrdlni proceduru
princip hry s rGznymi parametry 1-4.
PrincipHry "", 0, True, True
Else KdyZ nemduzZe zvitézit, nalezne prvni nenulovou hromddku a
odebere z ni ndhodny pocet kamend.
For IngHromCount =2 To 5
If Range("C" & IngHromCount).Value > 0 Then JestliZe je hodnota hromddky vetsi neZ nula.
intMyValue = Int((Range("C" & IngHromCount).Value * Rnd) + 1)
Ndhodné urci rozpéti odebiranych kamend vZdy od 1 do poctu

v hromddCce.
Range("C" & IngHromCount).Value = Range("C" & IngHromCount).Value - intMyValue
Zde je fyzicky odebere.
MsgBox "Odebral jsem v Hromadce " & IngHromCount - 1 & " hodnotu " & intMyValue, vbinformation, "Informace o
tahu PC" Pocitac¢ ozndami, kolik odebral predmétu a kde.

ActiveSheet.Protect "jilove"
Exit For, End If, Next, ,End If, End Sub



